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Beiträge zur Theorie der Vertheilung der stati- 
sehen und der dynamischen Eleetricität in leiten- 


den Körpern. 
(Von Herrn R. Lipschitz zu Bonn.) 





Das Princip für die Vertheilung der statischen Electrieität in einem 
leitenden Körper, auf den beliebige äulsere Kräfte wirken, ist bekanntlich 
durch Poisson *) aufgestellt worden und besteht darin, dafs die Wirkung 
dieser Kräfte und die Wirkung der an der Oberfläche des Leiters erregten 
electrischen Schicht auf jeden Punkt im Innern desselben sich zerstören mufs. 
Diese Bedingung kann nach Gaufs **) durch die einfachere ersetzt werden. 
dafs das Potential der bezeichneten Gesammtwirkung an der Oberfläche des 
Körpers einen constanten Werth habe: sobald dieser Werth oder stait dessen 
die Menge der dem Leiter mitgetheilten Electricität, und der Werth des Po- 
tentials der inducirenden Kräfte für die Oberfläche gegeben ist, hat die Auf- 
gabe der electrischen Vertheilung nur Eine Lösung und ist immer lösbar. Die 
Aufgabe ist also unabhängig von dem Sitz der erregenden Kräfte, schliefst aber 
eine unbeschränkte Mannigfaltigkeit doppelter Art in sich, indem die Gestalt des 
Leiters eine beliebige ist und der gegebene Potentialwerth mit Beobachtung der 
Stetigkeit für jede Stelle der Oberfläche frei gewählt sein kann. Wenn es 
nun gelang, die Schwierigkeiten, welche aus diesen beiden Quellen entsprin- 
gen. von einander zu sondern und die eine derselben zu überwinden, so 
hatte die Analyse einen wesentlichen Fortschritt gemacht, und diesen er- 
kennen wir in den Untersuchungen von Green ***), welche vor der Publica- 
tion der angeführten Abhandlung von @aufs ausgeführt, jedoch erst später in 
Deutschland bekannt gemacht sind. Green weist nach, dafs für jede Form 
des Leiters eine Fundamentalaufgabe zu lösen ist, bei der der gegebene Po- 
tentialwerth gleich der reciproken Entfernung eines beliebig gelegenen Punktes 





*) Deux memoires sur la distribution de l’electricite A la surface des corps con- 
ducteurs. Mem. de Inst. de ’annee 1811. 
**) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse des 
Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstofsungs-Kräfte. Art. 30 bis 34. 
=##) Bd. XXXIX, pag.76; Bd. XLIV, pag. 356; Bd. XLVII, pag. 161 und pag. 195 die- 
ses Journals. 
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von jedem Punkte der Oberfläche des Leiters ist, und dafs hieraus die Lösung 
der entsprechenden Aufgabe für einen willkürlichen Potentialwerth, wie sie 
vorhin gestellt ist, durch eine doppelte Integration erhalten wird. Für den 
speciellen Fall der Kugel findet man denselben Gedanken, obwohl nicht in 
Worten ausgesprochen, in dem Aufsatz von Dirichlet „über einen neuen 
Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer unendlich dünnen Kugel- 
schale etc.”, in den Abh. d. Berl. Academie vom Jahre 1850. Man vermifst 
in der Darstellung von Green bisweilen die nothwendige Schärfe; allein für 
das in Rede stehende Resultat ist es mit Hülfe der unvergleichlichen Arbeit 
von Gaufs nicht schwer, diesen Mangel zu ergänzen. Indem ich dies aus- 
führte habe ich bemerkt, dafs gewisse Probleme in Betreff der Vertheilung 
der electrischen Ströme in körperlichen Leitern eine ähnliche Behandlung er- 
lauben wie die erwähnten electrostatischen Probleme. Wenn ein körper- 
licher Leiter von constantem Widerstande mit beliebigen linearen Leitern in 
Verbindung gesetzt ist, so kann die Bestimmung der Stromvertheilung in sei- 
nem Innern nach den Arbeiten der Herren Kirchhof *) und Helmholtz **) 
so aufgefalst werden, dafs man die Einströmungspunkte der Electricität in den 
Leiter durch einfache electrische Massenpunkte ersetzt, und für den innern 
Raum desselben eine Potentialfunction fordert, deren Differentialquotient nach 
der Normale der Oberfläche genommen an jeder Stelle gleich dem ebenso 
genommenen Differentialquotienten des Potentials der innern electrischen Massen 
wird. Dann ist die gesuchte Spannung für jeden Punkt des Leiters gleich 
dem Potential der innern Massen, vermindert um die verlangte Potentialfunction. 
Man bemerkt sogleich, dafs diese Potentialfunction nur von dem für die Ober- 
fläche gegebenen Werthe jenes Differentialquotienten abhängt, allein so all- 
gemein man auch die Vertheilung der innern Massen annehmen möge, es 
bleibt immer nothwendig, die algebraische Summe derselben gleich Null vor- 
auszuselzen,. und daraus folgt, dafs die Summe, deren Element jener Dif- 
ferentialquotient mit dem Element der Oberfläche multiplieirt ist, für die 
ganze Fläche ebenfalls gleich Null sein mufs ***). Behandelt man ferner die 
ideale Aufgabe, bei der der unendliche Raum mit Ausschlufs eines gewissen 
endlichen Raumes als gleichförmig leitend, dieser endliche Raum als nicht- 


*) Pogyendorfs Annalen Bd. LXXV, pag. 189 ff. 
**) Poggendorfs Annalen Bd. XXCIX, pag. 211 ff. 
+) (Cf. Gaufs 1. c. art. 23. 
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leitend angesehen wird, so ist für die aufzusuchende Potentialfunclion die 
Bedingung hinzuzufügen, dafs sie in unendlicher Entfernung von dem nicht- 
leitenden Raume verschwinde. Für die im leitenden Raume angenommenen 
electrischen Massen hat man alsdann analytisch keine Beschränkung, aber die 
Stetigkeit ihres Potentials im nichtleitenden Raume bedingt wieder das Ver- 
schwinden der aus den Werthen jenes Differentialquotienten gebildeten und 
über die ganze Fläche ausgedehnten Summe *). Denkt man sich nun für 
eine gewisse geschlossene Fläche eine bis auf das Nullwerden ihrer über die 
ganze Fläche genommenen Summe willkürliche stetige Funclion gegeben, und 
fragt nach einer Potentialfunction für den @nnern Raum, und zugleich nach 
einer in unendlicher Entfernung von der Fläche verschwindenden Potential- 
function für den äufsern Raum, bei welcher der nach der Normale der 
Fläche genommene Differentialquotient an jeder Stelle der Fläche gleich der 
vorgeschriebenen Function wird, so läfst sich diese allgemeine Aufgabe immer 
lösen und für jede Gestalt der Fläche auf eine von der willkürlichen Function 
unabhängige Fundamentalaufgabe zurückführen. Bei der letzteren ist die ge- 
gebene Function entweder gleich dem nach der Normale der Fläche genom- 
menen Differentialquotienten der reciproken Entfernung eines beliebig gelegenen 
Punktes von jedem Punkte der Oberfläche, oder von diesem Differentialquotienten 
um eine gewisse allgemein bestimmte Gröfse verschieden, und die allgemeine 
Aufgabe wird dadurch auf die Ausführung einer doppelten Integration redueirt. 

Wenn die Auflösung des electrostatischen und des electrodynamischen 
Fundamentalproblems in dem angegebenen Sinne ein geschlossener Ausdruck 
ohne Integralzeichen ist, so hat die Auflösung des allgemeinen Problems die 
Form eines Doppelintegrals. Dies zeigt sich in dem Fall, dafs der Leiter die 
Gestalt einer Kugel hat; die electrostatische Vertheilung in geschlossener 
Form ist hier (wie schon bemerkt) durch Dirichlet und durch @reen **), die 
electrodynamische durch Herrn Helmholtz ***) allgemein bestimmt worden. 
Da der letztgenannte das vollständige Potential der innern electrischen Massen 
auch für die Auffindung der oben characterisirten Potentialfunction als gegeben 
annimmt, so erscheint seine Lösung als einfaches Integral; betrachtet man 
aber nur den Werth des Differentialquotienten ihres Potentials für die Ober- 





*) CH. Gaufs 1. c. art. 23. 
**) L. c. art. 10, Bd. XLVII, pag. 168 ff. 
“=, Poygendorfs Annalen Bd. XXCIX, pag. 231 fl. 
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Näche als gegeben, wie ich es geihan habe, so ist die doppelte Integration in 
keiner Weise zu vermeiden. Es scheint nun von Interesse zu erfahren, ob 
auch für andre Formen des Leiters die Fundamentalauflösungen eines ein- 
fachen Ausdrucks fähig sind. Bei dem Rotalionsellipsoid ist man durch die 
Arbeiten der Herrn Lame*), Heine **) und Neumann ***) in den Stand 
gesetzt, diese Lösungen als unendliche Doppelreihen sofort anzugeben, und 
es handelt sich um die Summation derselben. Für den Fall, dafs das abge- 
plattete Rotationsellipsoid in einen Kreis übergeht, vereinfachen sie sich be- 
deutend; und obgleich die elecirodynamische Aufgabe alsdann nur eine ideale 
physikalische Bedeutung behält, so ist die gleichzeitige Behandlung beider 
Aufgaben der Analyse vortheilhaf. Eine — so viel ich weils — bisher 
nicht bemerkte Relation zwischen den Particularlösungen der Differentialglei- 
chung, aus denen jene unendlichen Reihen zusammengesetzt sind, gab das 
Mittel an die Hand, dieselben als Doppelintegrale darzustellen, und diese Art 
der Umformung scheint auch von allgemeinerem Nutzen zu sein; für die ge- 
suchten Auflösungen aber gingen schliefslich einfache Ausdrücke hervor, die 
geometrisch leicht zu deuten sind und keine Transcendente als arctg. enthalten. 

Da die electrostatische Vertheilung in einem Kreise bereits den Ge- 
genstand einer wenn auch nur in ihren Resultaten vollständig mitgetheilten 
Untersuchung des Herrn Fleöne bildet (Monatsbericht der Berliner Academie 
vom Jahre 1854, pag. 564), so habe ich als Ergebnifs der Vergleichung dieser 
Arbeit mit der meinigen anzuführen, dafs dieselben von ganz verschiedenen 
Grundbetrachtungen ausgehen und dafs auch die Resultate nur für den Fall 
eines um den Kreismittelpunkt symmetrisch vertheilten Potentialwerths, auf 
welchen sich der ZZeönesche Ausdruck A bezieht, übereinstimmen. Im allge- 
meinen Fall dagegen, wo der von Herrn Heine mit A bezeichnete Ausdruck 
in Betracht kommt, erhielt ich ein abweichendes Resultat, und eine vorge- 
nommene Verification ergab, dafs das meinige den Bedingungen der Aufgabe 
genügt, während das des Herrn Heine auf einen Widerspruch führt. Den 
Grund hiervon hat Herr Heine, wie ich aus brieflicher Mittheilung desselben 
weils, seitdem in einem Rechnungsfehler gefunden, welcher indessen nur die 
in seiner erwähnten Mittheilung von Mitte pag. 568 bis Ende pag. 569 gege- 
benen Formeln berührt. 





*) Liouvilles Journal Bd. IV, pag. 126 ff. und pag. 351 ff. 
*#) Bd. XXVI, pag. 185 dieses Journals. 
*#*) Bd. XXXVII, pag. 21 dieses Journals, 
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Für den Fall, dafs das verlängerte Ellipsoid, welches die Gestalt des 
Leiters bezeichnet, sich der graden Linie nähert, ohne jedoch diese Grenze 
völlig zu erreichen, gestatten beide Fundamentalaufgaben eine ähnliche Be- 
handlung wie beim Kreise, doch tragen die entsprechenden Resultate ihrer 
Natur nach einen specielleren Character an sich. 

In dem vorliegenden Aufsatz werde ich diese Untersuchungen in der- 
selben Ordnung mittheilen, in der ihrer Erwähnung geschehen ist. Zuerst 
wird die Zurückführung der allgemeinen Vertheilungsauigabe für statische 
Electricität auf die Grundaufgabe nach Green angegeben und bewiesen, und 
dann die correspondirende Zurückführung der allgemeinen Aufgabe für dvna- 
mische Electrieität dargestellt. Nachdem darauf die Grundaufgaben für das 
Rotationsellipsoid in Reihenform gelöst sind, werden die Auflösungen für den 
Fall des Kreises und der Annäherung an die gerade Linie in geschlossener 


Form entwickelt. 


6 $. 

Wenn die Oberfläche des leitenden Körpers, für den die Vertheilung 
der statischen Electricität bestimmt werden soll, durch 8, und der für jeden 
Punkt B in S willkürlich gegebene stetige Potentialwerth durch f bezeichnet 
wird, so hat man die Aufgabe, eine electrische Belegung für S zu finden, 
deren Potential in jedem Punkte B den vorgeschriebenen Werth / annimmt; 
die eindeutig bestimmte Dichtigkeit dieser Belegung in jedem Punkte B werde 
P genannt. Es bedeute nun A irgend einen festen Punkt im Raume, r die 
Entfernung der Punkte A und B, so besteht die Fundamentalaufgabe darin. 


diejenige Belegung für S zu suchen, deren Potential in B den Werth — hat. 


und deren Dichtigkeit in 3 durch g bezeichnet werden soll. Dann wird das 
Potential V der Wirkung der electrischen Schicht P auf den Punkt A durch 
diese Gleichung ausgedrückt: 


Ay: Wie /fe oo, 
wo Ow das Element der Fläche S’ ausdrückt. und die Integration über die 
ganze Fläche auszudehnen ist. Um dies zu beweisen hat man nur den Satz 


von Gau/s*) anzuwenden, dafs, wenn für dieselbe Fläche S zwei Belegun- 
gen existiren, deren Dichtigkeiten in B gleich P und g, und deren Potential- 





*) L. c. art. 19. 
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werihe in 2 respective gleich f und a sind, die beiden über die ganze 


214 FR: E m 
Fläche zu nehmenden Integrale /fo 0w und /—1 Ow einander gleich sind. 
Die Existenz jener Belegungen ist durch Gaufs erwiesen; es ist aber 


S-Pöw das Potential der Schicht P in Bezug auf den Punkt A genommen, 


mithin v=/feöw, wie behauptet wurde. Nun kann A successive jeden 


Punkt des Raumes vorstellen; errichtet man in einem Punkte 3 eine Normale, 
bestimmt in dieser zwei Punkte, welche von der Fläche selbst um +öp nach 
aufsen und um — 0p nach innen abstehn, und nennt den Werth von V für 
diese Punkte respective V, und V,;, so wird für ein abnehmendes Op die 
Dichtigkeit P im Punkte B durch die bekannte Gleichung determinirt: 

av. _ 8; 


(2.) 37 u; —4AnP. 





Die Auffindung der Dichtigkeit o läfst sich nun von einer andern Aufgabe 
abhängig machen, deren Auflösung den Vorzug einer unmittelbaren Verification 
gestattet. Man kann diese sehr einfach aussprechen, indem man sich des 
schon mehrfach gebrauchten Ausdrucks Potentialfunction bedient, und den- 
selben so definirt: Potentialfunction für einen gewissen geschlossenen oder 
nicht geschlossenen Raum soll eine Function V heifsen, welche innerhalb 
dieses Raumes überall endlich und stetig ist, in jedem Punkte desselben end- 
liche und stetige Differentialquotienten nach jeder Richtung hat, und auf recht- 
winklige Coordinaten bezogen der Laplaceschen Differentialgleichung 

gr, 87,8 

7 Er, 





iu 


genügt. Man hat dann zu unterscheiden, ob der Punkt A aufserhalb oder 
innerhalb des leitenden Körpers liegt. Sei A zuerst aufserhalb desselben, so 
suche man für den unendlichen Raum aufserhalb der Fläche S eine Potential- 
function v,, die in unendlicher Entfernung von S verschwindet und in jedem 


Punkte B von S’ den Werth — annimmt. Erweitert man nun die Bedeutung 
von r dahin, die Entfernung von A und irgend einem Punkte innerhalb des 


v .. ® 1 .. * * 
Körpers auszudrücken, so ist Fr für das Innere desselben eine Potential- 


“ function, deren Werth in B mit v, übereinstimmt. Jetzt wird die gesuchte 
Dichtigkeit ge im Punkte 3 durch die Gleichung 
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(3.) Ov. Er 2(—) 
op op 

bestimmt; denn ein Satz von Dirichlet*) lehrt, dafs eine Function, die im 


äufseren Raume gleich v, und im innern Raume gleich — ist, identisch sein 


mufs mit dem von der Belegung 0 herrührenden Potential. Sei zweitens A 
ein Punkt innerhalb des Körpers, so suche man für den innern Raum des- 


selben eine Potentialfunction v;, die in jedem Punkte 3 den Werth 7 hat. 

Wird nun angenommen, dafs r auch die Entfernung des Punktes A von ir- 
. ’ 1 

gend einem aufserhalb des Körpers liegenden Punkt bedeute, so ist —- eine 


Potentialfunction für den äufsern Raum, die in unendlicher Entfernung von 8 
verschwindet und in 3 mit v; zusammenfällt; mithin giebt die Anwendung 
derselben Schlüsse, wie oben, für oe die Gleichung 


ö() ov; 
u 


ET, — — Ano. 


8 *) 





S. 2. 


Um die Aufgabe der electrodynamischen Vertheilung in einem gleich- 
mälsig leitenden Körper auszudrücken, behalten wir für die Oberfläche des- 
selben die Bezeichnung S bei und nennen das Flächenelement Ow, die in 
irgend einem Punkte B der Fläche von innen nach aufsen errichtete Normale p. 
Es sei für jeden Punkt 3 die nach der Stetigkeit sich ändernde Function y 
gegeben, die keine andere Bedingung zu erfüllen hat, als dafs das über die 


ganze Fläche ausgedehnte Integral /göw verschwinde; dann ist für das In- 


nere des Körpers eine Potentialfunction U, zu suchen, deren Differential- 
quotient im Punkte B nach p genommen den vorgeschriebenen Werth g hat, 
und gleichzeitig ist für den äufsern Raum eine Potentialfunction U, zu suchen, 
deren im Punkte B nach p genommener Differentialquotient ebenfalls den 
Werth g annimmt, und die in unendlicher Entfernung von S' verschwindet. 
Der Zurückführung dieses Problems auf ein Fundamentalproblem sind aber 
einige Sätze vorauszuschicken. 





*) Monatsbericht der Berliner Academie vom Jahre 1846, p. 211. 
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Herr Korchhof hat nachgewiesen *), dafs durch die von ihm aufge- 
stellten Bedingungen für die Stromvertheilung in einem System von leitenden 
Körpern die Ströme, oder die Differentialquotienten der electrischen Spannung 
in jedem Punkte nach irgend einer Richtung genommen, eindeutig bestimmt 
sind, dafs aber der Ausdruck für die Spannung die Hinzufügung einer belie- 
bigen Constante erlaubt. Durch ähnliche Betrachtungen kann gezeigt werden. 
dafs in unserer auf einen Körper beschränkten und etwas anders gefafsten 
Aufgabe die Potentialfunction U; bis auf eine zu addirende Constante, die 
Potentialfunetion U, aber vollständig determinirt ist. Auch sieht man leicht. 
dafs wenn eine Potentialfunction U, denkbar sein soll, das Integral 


mi Du — 9) 
on ° gö 


gleich Null werden mufs, und deshalb ist diese Bedingung nothwendig für 
die Möglichkeit unserer Aufgabe. Dafs dieselbe indessen ausreichend ist, 
oder dafs für jede willkürliche, stetige, dieser Forderung genügende Function y 
eine Lösung unserer Aufgabe in der That existirt, dieser Satz bedarf eines 
strengen Beweises. Herr Helmholtz hat die electrodynamische Vertheilung. 





mit der wir uns beschäftigen, von der Aufsuchung einer electrischen Doppel- 
schicht abhängig gemacht **); indem wir seinem Vorgange folgen und über 
diese Doppelschichten einige Betrachtungen anstellen, wird sich der gewünschte 
Beweis ergeben. 

Es sei in jedem Punkte 3 der Fläche S eine Normale p errichtet 
und in jeder Normale in den Entfernungen +e und —e von der Fläche 
respeclive die electrische Masse + und — x angebracht, so wird diejenige 
Massenvertheilung, welche entsteht. indem die Gröfse e abnimmt und das 
electrische Moment 22x in den endlichen Werth NV übergeht, eine electrische 
Doppelschicht genannt. Bezeichnet » die Entfernung des Punktes 3 von ir- 
oend einem beliebig gelegenen Punkte A, so hat ei Potential der Wirkung 

al 
dieser Doppelschicht im Punkte A den W hen wo die Integration 
über die ganze Fläche S genommen ist; nach Herrn Helmholtz macht der 
Werth desselben beim Durchgange des Punktes A durch die Fläche einen 
solchen Sprung, dafs der an der äufsern Seite geltende Werth, vermindert 





*) L. c. pag. 19. 
**) L. c. pag. 228ff. 
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um den an der innern Seite geltenden gleich, dem Moment N an dieser Stelle 
mal der Gröfse Ar wird; der nach der Normale der Fläche genommene 
Differentialquotient des Potentials ändert aber seinen Werth beim Durchgange 
von A durch die Fläche nach der Stetigkeit. Uebrigens gelten diese Sätze 
nicht nur, wenn die Fläche S nach unserer Voraussetzung eine geschlossene 
ist. sondern auch, wenn sie es nicht ist; dagegen ist die über die ganze 
Fläche ausgedehnte Summe der Werthe des nach der Flächennormale ge- 
nommenen Differentialquotienten des Potentials nur unter der erstern Annahme 
gleich Null, die in der Folge festgehalten wird. Fügt man zu diesen be- 
sondern Eigenschaften die allgemeinen Eigenschaften des Potentials, im gan- 
zen Raume aufserhalb der Massen, mit Einschlufs seiner ersten Differential- 
quotienten, endlich und stetig zu sein, der Laplaceschen Differentialgleichung 
zu genügen und im Unendlichen zu verschwinden, so besitzt man alle cha- 
(z) 
Fe a 


racteristischen Eigenschaften des Potentials [N oo, und darf folgenden 
\ p 


Satz bilden. der dem oben angewandten Theorem von Dirichlet über Po- 
tentiale einfacher Flächenbelegung analog ist, und ein genau entsprechendes 
Beweisverfahren gestattet: 





(1.) Wenn für eine Fläche S eine überall endliche Function N 
gegeben ist, so existirt nur eine einzige Function T', die im Innern des 
von S umschlossenen Raumes gleich einer Potentialfunction T;, in dem 
ganzen die Fläche umgebenden Raume gleich einer in unendlicher Ent- 
fernung von S verschwindenden Potentialfunction T,, st, welche Potential- 
functionen die Bedingung erfüllen, dafs bei der Annäherung an den- 
selben Punkt der Fläche die Differenz der Werthe T,—-T;—=4nN, die 


Differenz der nach der Flächennormale genommenen Differentialquotienten 


OT. T; i A . . m: - 
5” en —(0 wird; und diese Function T ist das Potential der Doppel- 





belegung von S, deren Moment N ist. 


Dirichlet zeigle in seinen Vorlesungen über die Theorie der Kräfte, 
die nach dem Newtonschen Gesetze wirken, dafs eine im Unendlichen ver- 
schwindende Potentialfunction 7’, stets so beschaffen ist, dafs, wenn e die 
Entfernung eines festen Punktes von demjenigen Punkte bedeutet, auf den 7", 





bezogen wird, die Ausdrücke eT', und aeTa nicht zunehmen, sobald die 


ols 
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Gröfse ec über jede Grenze wächst. Hierdurch wurde der Nachweis des 
Theorems über Flächenpotentiale auf ähnliche Betrachtungen zurückgeführt, 
wie diejenigen, welche man für den Salz über Potentiale von Massen, die 
nach drei Dimensionen ausgedehnt sind, in einer Abhandlung dieses Journals 
vollständig dargestellt findet*). Das analytische Factum, wovon dort der ganze 
Nachweis abhängt, läfst sich in den von uns angewandten Zeichen so aus- 
sprechen, dafs die Function 7’ im ganzen Raume verschwinden mufs, sobald 
bei den in unserem Satze aufgestellten Bedingungen N für die ganze Fläche 
gleich Null gesetzt wird; und dies Factum enthält zugleich die Begründung 
dafür, dafs wenn N zn Null ist, es nur eine Function 7’ giebt. Da ferner 


2, 


sitzt. so ist u mit der Function 7 identisch. 


Kehren wir jetzt zu der Aufgabe zurück, die Functionen U, und U, 


U, U; 
so zu bestimmen, dafs ir wird, und denken uns dieselbe ge- 





das Potential ow die sämtlichen geforderten Eigenschaften be- 


löst. bestimmen wir ferner eine Gröfse ./ durch Vergleichung der Werthe 
von U, und U; für denselben Punkt B in S vermittelst der Relation 
U,„—U;—=4nA, und nehmen für die Fläche 8 eine electrische Doppelbelegung 
an. deren Moment im Punkte B gleich 4 ist, so erfüllt die Function U, die 
im äussern Raume —Ü,, im innern Raume —=TU, ist, die characteristischen 
Bedingungen des Satzes (I.) und ist folglich gleich dem Potential der Doppel- 
schicht / für jeden Punkt des Raumes. Deshalb kann unserer Aufgabe die 
folgende substituirt werden: Für die Fläche S eine Doppelbelegung an- 


zugeben, deren Potential U in jedem Punkt der Fläche die Gleichung 
9 befriedigt; und ist diese gelöst, so wird das Potential für einen 
Punkt im äufsern Raume mit Ü,, das Potential für einen Punkt im innern 
Raume mit Ü; identisch sein. Nach einer frühern Bemerkung gestattet die 
Potentialfunction U; die Hinzufügung einer beliebigen Constante, so dafs aus 
einer gefundenen Lösung der Aufgabe durch die Potentialfunctionen U,, U, 


eine neue Lösung mit den Functionen ÜU,, U;+K erhalten wird. Demge- 








mäfs erfährt die Gröfse A einen Zuwachs um Et und das Integral 
1 
1 a Ow um fo), Ow, ei Werth, der (zufolge d 
A— = dr ‚ einen erth, de olge des 





*) Bd. XXXII, pag. 80. 
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Satzes (1.)) für Punkte innerhalb der Fläche S gleich K, für Punkte aufser- 
halb der Fläche gleich Null sein mufs; und dies wird durch einen Satz von 


1 \ 
3(—) 
op 
die Gröfse A immer die Addition einer Constante erlaubt, so kann man, um 


Gaufs über die Werthe des Integrals / oo bestätigt*). Da also auch 


dieselbe zu bestimmen, dem Integral /A00 einen festen Werth vorschreiben. 


Unter dieser Beschränkung wird bewiesen werden, dafs immer eine Doppel- 
belegung der Fläche S existirt, deren Potential U die Gleichung = 
zw. 


erfüllt, und damit ist dann die Existenz der gesuchten Potentialfunetionen U, 
und U, aufser Frage gestellt. Vorher haben wir aber das folgende Theorem 
zu erweisen, das auf der Vergleichung von zwei Doppelbelegungen beruht: 
(II) Es seien v und N die Momente von zwei Doppelbelegungen der 
Fläche S, deren Potentiale respective t und T sein mögen, so gelt diese 
Gleichung zwischen zwei über die ganze Fläche ausgedehnten Integralen 


fr 7 00 = NZ öw 


Wir betrachten nun einen geschlossenen Raum, innerhalb dessen die Functio- 





nen T' und / sammt ihren Differentialquotienten endlich und stetig sind, nennen 
das Element des Raumes ÖL, das Element der begrenzenden Fläche Ön, das 
Element der von innen nach aufsen geführten Flächennormale ©g, beziehn T 
und ? auf die rechtwinkligen Coordinaten &, y, 2, und bilden die unter dem 
Namen des Greenschen Satzes bekannte Gleichung 


y: fra ++ 05 


oT ot POL: ot ,oT ot 
_ par. OX oy 9% Tr O2 03 öc+H Ton, 


wo die Integration nach ÖL auf den ganzen in Rede stehenden Raum, die 








Integration nach Ön auf die ganze Begrenzungsfläche geht. Diese Gleichung 
rührt allerdings von @reen her; aber es läfst sich nicht verkennen, dafs der 
Keim derselben schon in der G@uufsischen Abhandlung „Theoria attractionis 
corp. sphaer. ellipt.” vom Jahre 1813 enthalten ist. Von der Gleichung (4.) 
wird nun eine doppelte Anwendung gemacht, erstens, indem man den inner- 
halb der Fläche S befindlichen Raum als den Raum der Integration nimmt. 





— m un 


*) Theoria altract. corp. sphaer. ellipt. art. 6. 
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zweitens, indem man um einen innerhalb der Fläche liegenden festen Punkt 
eine Kugel mit dem Radius e beschreibt, welche die Fläche S ganz um- 
schliefst, und den durch die Kugelfläche und die Fläche S begrenzten Raum 
als den Raum der Integration auflafst. Im ersten -Falle ist in (4.) das 
Element ©n durch Ow, ögy durch Öp zu ersetzen, im zweiten Falle geht das 
nach © genommene Integral in eine Summe von zwei Integralen über, von 
denen sich das eine auf S, das andere auf die Kugel bezieht. Um das letz- 
tere Integral auszudrücken, sei 00 das Element der Kugelfläche vom Radius 1, 
dann ist bei der vorliegenden Kugel das Flächenelement — «00, und 0g 
wird gleich öc. Dagegen ist bei dem auf S bezüglichen Theile des Flächen- 
integrals On durch Ow, Og durch — Op zu ersetzen. Da die linke Seite der 
Gleichung (4.) streng gleich Null ist, so kommen den beiden Fällen gemäfs 


diese Relationen: 


(4°.) VERS +: “Z Erye a 


esta ‚,eTa a oT — 1,3 ö0 ı/[T 
er EEE dy a ,37.9); or STZ- eos, 


n. 





wo für T respective T, = T;; geschrieben ist, um die zu beiden Seiten 
von S herrschenden Werthe des Potentials anzudeuten. Die zweite dieser 
Gleichungen wird vereinfacht durch die Annahme, dafs der Werth e über 
jede Grenze hinaus wächst; denn da nach einem schon früher erwähnten 
Hülfssatze jede im Unendlichen verschwindende Potentialfunction 7, ? die Eigen- 


n 


i . „or A . 
schaft hat, dafs die Gröfsen eT, en, ct, ‘z mit wachsendem ec gewisse 


feste Werthe numerisch nicht überschreiten. so ist das Integral / 7% ce” 00 


Arı 


’ ; i 00 
numerisch kleiner als eine endliche Constante mal dem Integral [I — 


dessen Werth mit zunehmendem e sich der Null nähert. Also geht die Glei- 
chung (4°.), wenn man den Kugelradius ce gröfser werden läfst als ein noch 
so grofser gegebener Werth, in die folgende über: 


. oT ot oT oi oT 24) \ KU, 
er EEE TE fh 





deren rechte Seite ein von e unabhängiger und stets endlicher Be De 
druck ist. Man hat jetzt zu beachten, dafs die Potentiale 7’ und / in der 
Gleichung (4.) mit einander vertauscht werden können, und ebenso auch in 
den Gleichungen (4°.), (4°), die aus jener folgen; da aber die Aus- 
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drücke der linken Seite in diesen nach 7’ und Z symmetrisch sind, so folgt 


(5) /r. a zu . 


"Er A 
lu dw 5 OT, n 
(5*. ) STE — fi, ap 0 


und die Subtraction der ersten von der zweiten Gleichung giebt. da 


daraus 











T,— T;— AnN, en jr u u ee Arer, 2 -=0 
st, das oben ausgesprochene Resultat 
JE 00 = = 207 
Der Nachweis des vorhin aufgestellten Satzes, dafs stets eine Doppel- 
belegung der Fläche S existirt, deren Potential U° die Bedingung - —yg 


befriedigt, und für deren Moment 4 das Integral / 10m einen gegebenen 
Werth hat, kann jetzt derjenigen Untersuchung nachgebildet werden, durch 
welche @au/s den mehrfach angeführten Satz begründet hat, dafs stets eine 
einfache Belegung der Fläche 8 existirt, deren Potential in jedem Punkte von 
S gleich dem willkürlich gegebenen, sich stetig ändernden Werthe f wird. 
Demgemäfs fassen wir zuerst solche Doppelbelegungen in’s Auge. bei denen 
das Moment 4 an keiner Stelle von S einen Wechsel des Vorzeichens zeigt, 
und bilden für irgend eine Doppelbelegung dieser Art, bei der /Aöw den 
gegebenen Werth hat und deren Potential U sein mag, das über die ganze 
Fläche auszudehnende Integral 


2— fi 


Um sich zu überzeugen, dafs dasselbe für eene Vertheilungsart der Werthe A 


einen Minimumwerth haben mufs, genügt die Erwägung, dafs das Integral 
oU : 
/ 19 niemals einen negativen Werth annehmen kann. Dies folgt aus 

den Gleichungen (4°.) und (4°.), wenn man sowohl die Doppelbelegung X als 

die Doppelbelegung » gleich A setzt, und dadurch 7 und £ in U übergehn 


läfst. Hiermit erhält man die Gleichungen 


EEE Sat 
'im. / (( )+ —) + (= en 











op 
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wo die erste Raumintegration auf den innern Raum der Fläche S, die zweite 
auf den Raum einer die Fläche S umgebenden Kugel mit Ausschlufs jenes 
innern Raumes zu beziehen ist. der Kugelradius ce aber wachsend gedacht 
wird. Addirt man diese Gleichungen zu einander. so kommt 


lim. SCH, =) {Se} = Su — = 0w; 


die Integration linker Hand geht jetzt auf den ganzen Raum der Kugel vom 
Radius c; auf der rechten Seite aber hat man, weil 
OU; ae OU, 
OP Hp’ 








U,—U, — —4nA 


U en, u 
5,100. Mithin ist dasselbe gleich einer Summe von 





st. das Integra 
nur positiven Elementen und kann niemals einen negativen Werth haben: die 
Annahme, dafs es streng gleich Null wird, ist später zu EEE But 


bemerkt man, dafs diese Eigenschaft des Integrals 





Vorausselzung gebunden ist. dafs A sein Zeichen A. BE dagegen 
bleibt der andere Theil des Integrals 42, nämlich [sg A100, nur unter dieser 
Voraussetzung in feste endliche Grenzen eingeschlossen. Nach dem Vorgange 
von Gau/s ist nun zu zeigen, dafs bei der Vertheilung, die dem Minimum 
von 2 entspricht, die Differenz . 49) in allen wirklich belegten Thei- 
len von Ö einen constanten Werth hat, und dafs, falls Theile der Fläche dabei 
unbelegt bleiben, diese Differenz nicht kleiner sein kann, als jener constante 
Werth. Zu diesem Zwecke ist die Variation von (2 zu bilden, welche ent- 
steht, indem man statt der Vertheilung A eine unendlich wenig davon ver- 


schiedene Vertheilung setzt, deren Moment A-+ 0A sein mag. Das Potential 
U geht dann in U+JU über, und man hat 


EBARER A o+/(-5 U 423y)dA00; 


hier ist [I A00 o— / 0oAOw, da es offenbar freisteht, in dem Satze 


(11.) für die Gröfsen N, v, T, { respective A, 0A, U, ÖU zu setzen, und 
dadurch wird der Ausdruck für d2 der folgende: 


2 = 2f(- 5 +9)8A0w. 








Aus dieser Form der Variation folgt Z mittelst derselben Schlüsse, die 
Gaufs angewandt hat, die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung über den 





fi 
8 
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Werth der Differenz _ 4 9. Um für die Voraussetzung, dals 1 posi- 


tive und negative Werthe haben darf, die Thatsache zu beweisen. dafs eine 


er EI OU ' RR 
Vertheilung existirt, bei der die Differenz a g überall in der Fläche 
einen constanten Werth hat, und kein endliches Stück der Fläche leer bleibt. 


hat man für den besondern Fall der behandelten Frage. dafs y=0 ist, und 
das Integral [100 selbst ein Minimum werden soll, zu zeigen, dafs 


kein Theil der Fläche unbelegt bleiben kann. sobald dies Integral ein Mini- 
mum ist. Der kleinste Werth, den dasselbe möglicher Weise haben kann, 


ist die Null; doch weifs man a priori nicht, ob die gestellten Bedingungen 

’ OU 

dies gestatten. Macht man die Hypothese, dafs das Integral 1. 1cw 
3 03 op 

gleich Null sei, so folgt aus dem Ausdruck desselben als Raumintegral, dafs 


T 
die Grölse GH = +) im ganzen Raume verschwinden mufs. 


mithin auch ——=0, =, 0 ist. Da nun das Potential U nur 
an der Fläche 8 unstetig werden darf. und im Unendlichen verschwinden 
mufs, so kann dasselbe aufserhalb S nur gleich Null, innerhalb S gleich einer 
Constante k sein. Nach dem Satze (I.) hätte man also eine Function T, 
die im äufsern Raume gleich der Potentialfunclion O0, im innern Raume gleich 


der Potentialfunction A ist, und die folglich das Potential der Doppelbelegung 


k rs. [ 
vom Moment - wäre. Wird daher die Constante #4 so gewählt, dafs das 
k E eo hd r 
Integral — 4 de den für / 10w vorgeschriebenen Werth annimmt. so 
. j oU en . . 
hat man die Doppelbelegung, durch welche Er den Minimumwerth 


Null erhält, und bei der 4 für die ganze Fläche den conslanten Werth 


k a 
-— =L annimmt; mithin ist das Leerbleiben eines Theiles der Fläche 


für die ihr Zeichen nirgend wechselnde Belegung ausgeschlossen. Nun giebt 
es nach dem Frühern stets eine Vertheilung, deren Moment Z sein Zeichen 
nicht ändert, die dem Integral /Löw den vorgeschriebenen Werth giebt, und 


das Integral /(— + 2y)Löw zu einem Minimnm macht, wo & einen con- 


stanten Coefficienten bedeutet. Denkt man sich dieselbe gefunden, dann lehrt 
die Gaufsische Betrachtung, dafs bei einer neuen Vertheilung, deren Momen! 


L— n— 
A= ——-+L, ist, und bei der /Aöw gleich dem gegebenen [Löw 


st, für ein unendlich abnehmendes & kein Theil der Fläche leer bleibt, und 
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die Differenz 49 in der ganzen Fläche einen constanten Werth hat. 
Es zeigt sich nun unmittelbar, dafs der constante Werth der Differenz 


art hier die Null ist, denn gesetzt er sei gleich C, so mufs 


/- Er T +9)do—=Cfi Ow sein, und weil Je = 0, Jsöo — 0 ist, 


auch C/öo—0 und daher € selbst gleich 0. Mithin ist vollständig erwiesen, 


dafs es stets eine Doppelbelegung 4 giebt, deren Potential U die Relation 
nr erfüllt, und für welche /Ado einen gegebenen Werth hat; auch 


sieht man leicht, dafs nur eene solche existirt. 


Die Reduction des allgemeinen electrodynamischen Problems vermittelt 
sich jetzt in folgender Weise, indem zwischen den Functionen U, und U, 
unterschieden wird: Es sei zuerst A ein fester Punkt, der aufserhalb der 
Fläche 8 liegt, r die Entfernung zwischen A und jedem Punkte der Fläche B, 
so hat man die Fundamentalaufgabe, für S eine Doppelschicht zu construiren, 
so dafs der Differentialquotient des zugehörenden Potentials # im Punkte 
8(— 
B nach p genommen den Werth 37 hat, und das electrische Moment die- 
6, 








ser Belegung heifse 4. Der Werth 3 ist hier deshalb zulässig. weil 
(>) 


so lange der Punkt A aufserhalb 8 liegt. Die us Potentialfunction U, 
für den Punkt 4 ist dann durch dies Integral bestimmt: 


(6.) U, — gi Ow, 


und die Richtigkeit dieser Gleichung folgt aus dem Satze (II.), indem statt 
der Ausdrücke N, v, T, t die Gröfsen A,» U, u substituirt werden; denn 
es steht fest, dafs die in Rede stehenden Doppelbelegungen 4 und A, welche 


ou o () oU 





nach einem oben angeführten Satze das Intogral | —,; Oo gleich Null ist, 





re — 9 geben, in der That existiren. So verwandelt sich 


die Gleichung (II.) in die folgende: 
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6) 
JA G ou = 4g0w, 


deren linke Seite das Potential der Doppelschicht / im Punkte A, das ist U, 
ausdrückt. Zur Determination des Moments 4 bedarf es nun der Aufsuchung 
derjenigen Potentialfunction «, für den die Fläche S umschliefsenden unend- 
lichen Raum, die in unendlicher Entfernung von S Null wird, und im Punkte B 


ou, 0 () 


die Gleichung he ag erfüllt. Denn bezeichnet r wieder die Ent- 





fernung des Punktes A von irgend einem Punkte innerhalb S, so ist für den 
innern Raum offenbar die Gröfse e eine Potentialfunction,. deren Differential- 
quotient nach » den genannten Werth hat. Mc bestimmt nun das 
Moment A aus der Differenz der Werthe «, und — für jeden Punkt 3 durch 
die Gleichung 

Fr ke a => And, 


r 
und es folgt aus dem Satze (I.). dafs das Potential der Doppelschicht A im 
& ling wi uote ah a 
äufsern Raume mit “%,, im innern mit es coincidirt, und dafs mithin A das ge- 


suchte Moment ist. 


Sei zweitens der Punkt A innerhalb S gelegen, so besteht die Fundamen- 
talaufgabe für die Bestimmung von U; darin, eine Doppelbelegung A zu suchen, 


ee) 


deren Potential vu im Punkte B der Bedingung 2" „= a: "TE — Er genügt; 


die Gröfse x soll sogleich definirt werden. Es sei w diejenige Potential- 
function für den die Fläche S umgebenden Raum, die im Unendlichen ver- 
schwindet und in S einen constanten Werth gleich der Einheit hat; dann habe 


das Integral ["öw, welches niemals Null sein kann, den Werth A, und 





(5), 
man setze Tv. Da / Ow für einen inneren Punkt A den Werth 


(7) 


Er T op 

giebt stets eine Belegung A von der verlangten Beschaffenheit. Bedeutet «,; 

die Potentialfunction für den inneren Raum der Fläche, die in S der Gleichung 
Jourual für Mathematik Bd. LVIII. Heft1 3 


000 erfüllt, und es 





4 
— Arı hat, so ist die Bedingung [ 
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de 


Zu +% 
äufsern Raum, bei welcher r denselben Werth hat und die in unendlicher 
Entfernung von S verschwindet, und das Moment A wird nach dem Satze (1.) 
durch die Gleichung 


genügt, so ist ad, die Potentialfunction %, für den 


F) ı-u-1 
für jeden Punkt 3 der Fläche bestimmt. Die Anwendung des Satzes (II.) 
auf die Doppelschichten A und 4 führt jetzt zu der Gleichung 


[AR 2), &)o o— U4 mW. 


= fige 


Aus der Gleichung (5*.) ist leicht zu folgern, dafs 


SU. dw - er — 0 


ist, da x für die Fläche S den constanten Werth - hat; bestimmt man 


daher die in Ü; enthaltene beliebige Constante durch die Gleichung 


ji: On rw 


so kommt für U; die Darstellung 
8) U; — /yköw, 


welche dem Ausdruck für U, genau entspricht. Nachdem jetzt die Functionen 
U, und U; gefunden sind, kann das Moment _f der entsprechenden Doppel- 


Zu - 


schicht im Punkte DB durch die Gleichung 
(9) U,—U; = 4nA 
abgeleitet werden. 

Es möge erlaubt sein, zum Schlufs dieser allgemeinen Betrachtungen auf 
die Modificationen derselben hinzuweisen, welche der Annahme entsprechen, dafs 
die Fläche S’ keinen körperlichen Raum einschliefst. Die Aenderungen, welche 
dadurch in der Theorie der electrostatischen Vertheilung herbeigeführt werden, 
sind in der häufig angeführten @au/sischen Abhandlung erwähnt. In Bezug auf 
die electrodynamische Vertheilung ist aber zu bemerken, dafs die Ersetzung 
der Einströmungspunkte der Electrieität in den Leiter durch einfache electrische 








‘ 
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Massenpunkte, wie dies oben geschah, nur zulässig ist, so lange derselbe ein 
Körper von drei Dimensionen bleibt. Mithin behält nur diejenige Auffassung 
unserer Aufgabe eine Bedeutung, bei der der unendliche Raum als leitend, die 
nicht geschlossene Fläche S als eine unendlich dünne nicht leitende Einschaltung 
betrachtet wird. Dann handelt es sich nur um eine im Unendlichen verschwin- 
dende Potentialfunction für den äufseren Raum, deren Differentialquotient nach 
der Normale der Fläche einen vorgeschriebenen Werth g in jedem Punkte der- 
selben annehmen soll und die durch diese Forderung vollständig bestimmt ist; fer- 


ner hat die Function g nicht mehr die Bedingung Jgöo —( zu erfüllen, son- 


dern kann ganz willkürlich gegeben sein, sobald nur die Steligkeit nirgend ver- 
letzt wird. Man sieht dies sehr deutlich, wenn man von der Voraussetzung, dafs 
die Fläche 8 einen sehr kleinen Raum einschlielse, zum Verschwinden desselben 
übergeht, und erkennt gleichfalls, dafs die Aufgabe immer lösbar bleiben 
mufs. Die Eigenschaften des Potentials U einer Doppelschicht hängen nach 
einer früheren Bemerkung nicht davon ab, dafs die belegte Fläche geschlossen 


« 


; ’ ö OU a ö ; 
ist, mit Ausnahme der einen, dafs das Integral / oo gleich Null ist, und 
5 


es erscheint unnöthig auf die einzelnen Sätze, die zur Reduction des allge- 
meinen Problems auf ein Fundamentalproblem dienen, einzugehen, da die 
erforderlichen Aenderungen nur die Bezeichnungsweise betreffen. Will man 
aber den Beweis der Existenz einer Doppelbelegung 4, deren Potential U/ 
oU 
op 
S als nicht geschlossen ansieht, so müssen wesentliche Modificationen eintreten, 


für S die Gleichung — 9 befriedigt, so führen, dafs man von vorn herein 


von deren Ausführung wir der Kürze halber abstehen. 


S. 3. 


Indem wir die im Vorstehenden characterisirten Fundamentalaufgaben 
für den Fall behandeln, dafs die den Leiter begrenzende Fläche ein Rotations- 
ellipsoid ist, werden wir uns den von Herrn Neumann in der ange- 
führten Abhandlung gebrauchten Bezeichnungen anschliefsen und mehrfach 
auf die Resultate derselben verweisen. Der Anfangspunkt der rechtwinkligen 
Coordinaten, die zunächst zur Ortsbestimmung dienen sollen, sei der Mittel- 
punkt des gegebenen Rotationsellipsoids, so dafs die Rotationsaxe die 2- 


Axe wird, und die Axen der x und y in die Aequatorialebene fallen; 
3’ 
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die Rotationsaxe sei 27‘, die Aequatorialaxe 2A; dann ist die Differenz 
A’ — 1” positiv oder negativ, je nachdem das Rotationsellipsoid abgeplattet 
oder verlängert ist, und in der Gleichung A’— I” = ec? soll ce im ersten Falle 
eine positive Gröfse, im zweiten Falle eine positive Gröfse mal der imagi- 
nären Einheit y—1 oder 2 bedeuten. Die rechtwinkligen Coordinaten &, y, 2 
werden jetzt durch sogenannte elliptische Coordinaten o, u, p ausgedrückt 


mittelst der Gleichungen 





eyl— oyl— u? cosy, 


| 





(10.) y eyl— oy1— wsiny, 


2 


| 


e 
— ÜUOU, 
N i 


Hier bedeutet o, wenn das Ellipsoid abgeplattet, also c reell ist, eine positive 
Gröfse mit ö multiplicirt, während Y1— 0° reell und positiv ist; dagegen be- 
deutet o, wenn das Ellipsoid ein verlängertes und folglich ce imaginär ist, eine 
positive die Einheit übertreffende Gröfse, während y1—0° gleich einer posi- 
tiven Gröfse dividirt durch 2 wird. Die Gröfse « durchläuft alle Werthe von 
ua—= —1 bis a—=-41, indem Yl—u° positiv bleibt, und der Winkel g geht 
durch die ganze Peripherie vonyg=—n bis 9=-+n. Für die gegebene 
Fläche ist der constante Werth von o, der o, heifsen soll, durch die Glei- 
chung 0, = Er bestimmt, und man sieht, dafs die Voraussetzung 0,—=(0 dem 


Uebergang des abgeplatteten Ellipsoids in eine Kreisebene vom Radius e, die 
Vorausselzung o,—=1 dem LUebergang des verlängerten Ellipsoids in eine 


gerade Linie von der Länge 7 entspricht. Auch erkennt man leicht die Noth- 


wendigkeit, der Gröfse o, wenn ec reell ist, alle rein imaginären Werthe 
von O0 bis ©, und wenn e imaginär ist, alle reellen Werthe von —1 bis 
+0 beizulegen, um durch die elliptischen Coordinaten jeden Punkt des 
Raumes, und zwar jeden nur auf eene Weise, zu fixiren. Das Mittel, durch 
welches die Lösung unserer Aufgaben unmittelbar herbeigeführt wird, ist die 
von Herrn Neumann gegebene Entwickelung der in elliptischen Coordinaten aus- 
gedrückten reciproken Entfernung zweier Punkte in eine nach den Laplace- 
schen Kugelfunctionen fortschreitende Reihe. Die Coordinaten dieser beiden 
Punkte seien 0, u, p und 0’, w, g', dann ist ihre Entfernung von einander 


gleich dem Ausdruck 








11.) eV i2- d-o— wu” 4 2oo'un'—2 Yı-or Io" Yi—u?Yi—ucos(p—p)}=ceyN, 





ei; 
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5 1 ; 
und bei der Entwickelung von ev wird angenommen, dafs ->7 sei, 


oder dafs das durch den Punkt (o, u, Y) gelegte mit dem gegebenen confocale 
Ellipsoid von dem durch den Punkt (0', «, g') ebenso gelegten Ellipsoid um- 
schlossen werde. Die betreffende Reihe ist aus den Particularlösungen der 


Differentialgleichung 


ua m? 
(12.) z + a4) 2)S 6 


zusammengesetzt, wo n und m alle positiven ganzen Zahlen von Null an be- 
deuten; die eine Gattung dieser particularen Integrale wird so bestimmt: 











1.3...(2n—1) un n(n—1) er Be ed Br 
) 


(13.) ww dr P,.o(u) 


\P... (0) = 1- w Ir 


und die zweite Gattung, welche nach Einführung des Buchstaben o für u 
durch Q,,. (0) bezeichnet werden soll und die Eigenschaft hat, für 0x 
zu verschwinden, kann in folgender Weise geschrieben werden: 


(0.0 = [Blau = nn Puneszt, 











14. 
( ) — ar P,.. (0) 


7 u 
o—1 


wo R,(o) die Summe derjenigen Glieder in der Entwickelung von P, ‚(o)log ee 





1 . Bann . > r 
nach Potenzen von e- bedeutet, die für o—=x nicht verschwinden. Wenn o 


. En 5 —1 | 
imaginär, also 2s ist, hat man den Ausdruck log durch Aiarcig — zu 
ersetzen, und den Bogen zwischen O0 und 7 zu nehmen. Die reciproke Ent- 


Kar der Punkte (o, u,gY) und (o',w,') giebt nun diese Entwickelung: 


mzn 


(15. ) N = (2n-1) = b,, m Pr, m \ ()Q,m)P,nu)P,. (u) cosm (9—Y), 


1 
("—m-+1)(n —m+?2)...(n+m—1)(n-m) ’ 
Gliedern, für die m=0 ist, noch der Factor 4 hinzutreten mufs. Dasselbe 
gilt für alle Doppelreihen, die im Folgenden vorkommen. Das allgemeine 
Glied dieser Doppelreihe ist eine Potentialfunction sowohl in Bezug auf den 
Punkt (o, u, 9) als in Bezug auf den Punkt (o’, w', p'), und zwar sind die 


d,,—= 1. und zu den 





wo m u 


Pro u 5 Kr“ r an) 2.4(2n—1) (2n—3) Be 
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Ausdrücke P,„(o)P,..(u)cosmgyp und P,„(0)P,.. (u) sing Potentialfunctio- 
nen für den innern Raum eines gewissen Ellipsoids, das einem constanten 
Werth von o entspricht, und die Ausdrücke Q,„(o)P,,„(u)cosmyp und 
Q,n(0) P,m(u)sinmep sind Potentialfunctionen für den äufsern Raum, der ein 
solches Ellipsoid umschliefst, und verschwinden in unendlicher Entfernung von 
demselben. 

Bei der ersten und bei der zweiten Fundamentalaufgabe seien die 


Coordinaten des festen Punktes A durch o’, «', g' bezeichnet, wenn der- 


! 
selbe aufserhalb der gegebenen Fläche liegt, d. i. wenn > ist. und 


durch 9,, i,. $ı, wenn derselbe innerhalb der gegebenen Fläche liegt, d. i., 


' 
OÖ, 


(0) ab . ; . 
wenn —<- ist; dagegen soll der Punkt, auf den die gesuchten Potential- 


funelionen bezogen werden, die Coordinaten o, 4, 9 haben. Zunächst ist 
also für die electrostalische Aufgabe diejenige Potentialfunction v, für den 
äufsern Raum zu bestimmen, die im Unendlichen verschwindet und für 0 = o, 
gleich der reciproken Entfernung der Punkte (o', w',gp') und (0, u,Y) wird, 
und es kommt der Ausdruck (16.) 


Lan +1) E68 Q,.n(0) Qun() Punlu) Pun(u') eosm(g—p). 


N 
„—_—— 
eo 
Um vermöge der Gleichung (3.) die Dichtigkeit og der entsprechenden Be- 
legung zu bilden, ist zu beachten, dafs eine Derivation nach der Flächen- 
normale nur die Variable o berührt, und dafs das Element der Normale 


dp = = EZ i do ist; ferner wird die Reihe für o vereinfacht durch die 
ya 
RE Relation zwischen den particularen Integralen der Differential- 
gleichung (12.) 
re ie dP,.m (6) a 2 
I 0...) 2) 1-0) = 


ER : 
wo der Werth der Constante rechter Hand aus besondern Werthen der linken 
Seite leicht zu verificiren ist. Demnach findet man den Werth 


2rrc* Yu’—o? Y1—o: Santo, Ga) p WB. ')cosm(p-—Y'), 




















und die Coordinaten «, bezeichnen den Punkt B auf der gegebenen Fläche. 
Man hat nun zweitens die Potentialfunction v; für den innern Raum 
des Ellipsoids anzugeben, die an der Oberfläche desselben sich auf die re- 
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ciproke Entfernung der Punkte (0,, 4, %,) und (o,, u, p) reducirt. Diese wird 
(19.) v; — 


 Z(2n+1)20; n,m ad nen P,.n(0) ACHT ‚APR (1) Pe (1,) cos m(P— $ı)» 


und giebt nach der Gleichung (3*.) diesen Werth für die Belegung o im 
Punkte (u, p): 


(20.) = 


Für die electrodynamische Aufgabe verlangt man erstens diejenige 
Potentialfunction %, im äufsern Raume, die in unendlicher Entfernung von 
der Ellipsoidfläche verschwindet, und deren Differentialquotient nach der 
Flächennormale gleich demselben Differentialquotienten der reciproken Ent- 
fernung der Punkte (o’, «', g') und (o, u,Y) wird, und findet 


f 


21) —F(@n+1)20 209,0. P,(W)P,(w)eosm(g-g). 
1 0 


Y/n,m\V) 


me, u l )ceosm( 9-9, )* 











7 Z(2n+1)2%, nn )p 
ac yu’— co, yl—o 0,0 P,„.m(0,) 


wo der Kürze halber die Differentialquotienten der Gröfsen P,„(0), Om (0 
nach o genommen durch P,„ (0), Q@,m (0) bezeichnet sind, und die Summation 
von a=1 anfängt, da P,,(0)=1, folglich P).,(0)=0 ist. Das Moment der 
entsprechenden Doppelbelegung 4 im Punkte (o,, 4,9) bestimmt die Glei- 
chung (7.), und die Vereinfachung durch og führt zu der Gestalt desselben 


22.) 2 -—— —  — I(an+41)28,, 2 P,,(WP,.(w)cosm(p—p'). 
en 0,) | 0 r Fr ö j 1 


Es ist endlich die Potentialfunction «; für den innern Raum des gegebenen 
Ellipsoids aufzusuchen, deren Differentialquotient nach der Flächennormale ge- 
nommen gleich demselben Differentialquotienten eines Aggregalts ist, das aus 
der reciproken Entfernung der Punkte (o,,4,,Y,) und (o,u,g) und der 
oben characterisirten Function x besteht. Die Potentialfunction %, die in un- 
endlicher Entfernung von dem gegebenen Ellipsoid verschwindet und an der 





Oberfläche desselben gleich der Einheit wird, ist gleich de indem P, (u) 


den Werth Eins hat. Das Flächenelement Öw ist gleich e yu’— 0, y1— 0.0u 0, 
das Element der Flächennormale — wie schon oben bemerkt — gleich 


Free, . 1 TE : , Prwer. r 
T We * 009, mithin er 2 En O.. er 6,) 4 Fi; Q,.(0)( 1—0,) OM op; 
—ı 2 


und weil (Q,,(0) = — log (—Z ri ee), Ol) = — any; 50 kommt 
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Ö i 4 
h -/& Y dw =, um” folglich = TV=—; Q,,(0). Also wird die 
Ban x gleich dem ersten Gliede der Reihenentwickelung der in Rede 
stehenden reciproken Entfernung, negativ genommen, und es entstehen für 
die Function %; und die ge Doppelbelegung A die folgenden Ausdrücke: 





23) u Eant1)20 ep, (DP.(n)P.u)P.(u)eosmr en. 


n.m\0, 
i 
2rc(1— 0?) 


P..m(6,) p 
”"P,.m(6 


S. 4. 


Es ist schon oben bemerkt worden, dafs man den Uebergang des ab- 





(24) = — Z(@n+1)Zb,.. P,„(u)P,.. (u) cosm(y—-Y,). 


N) 


geplatteten Ellipsoids in eine Kreisebene vom Radius ce durch das Abneh- 
men und Verschwinden der Gröfse o, ausdrückt; die Punkte (o,. 4, y) und 
(6,» —4, Y) nähern sich dann demselben Punkte der Kreisebene, und daher ist 
es ausreichend, für den Grenzfall der Coordinate « nur die Ausdehnung von O 
bis —1 beizulegen. Der in den Fundamentalaufgaben durch A bezeichnete 
Punkt kann für = 0 nur ein äufserer sein, und deshalb kommen nur die 
Potentialfuncelionen v, und , in Betracht. Die einfachen Werthe der Aus- 
drücke P,„(0) und Q,,„(0) und ihrer Differentialquotienten für o— 0 lassen 
sich der Neumannschen Abhandlung gemäfs, — nach Verbesserung einiger 
dort vorkommenden Druckfehler — wie folgt, zusammenstellen, indem man 
unterscheidet, ob die ganze Zahl n— m gerade oder ungerade ist 

















(n— m) gerade (n— m) ungerade 
P.ml) | er Er an 
P...(0 Nail ee 
0.) | —ar-1P.n0) "or 
0.0) ae — ay—1P.,(0). 








Hieraus ergiebt sich, dafs in dem Ausdruck von v®, durch die Gleichung (16.) 
diejenigen Glieder, für welche an — m ungerade ist, und in dem Ausdruck 
von a, durch die Gleichung (21.) diejenigen Glieder, für welche n— m gerade 
ist, ausfallen. Um dies anzudeuten, soll die zweite nach m zu nehmende 





ud Be 
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Summation, respective durch die Zeichen *', '> characterisirt werden. Man 

sieht ferner, dafs für die nicht verschwindenden Glieder in v, und %, respeclive 
P,.m(0 i P,.m (0 
er 

> BR (0) gt Di (O0) rt 


wird, und so kommen die Gleichungen für v, und «,: 


.-— Z(2n+1)2"0.,0,.()0..()P,.(u)P,..(u) cosmy—g)) 
(25.) | 
1 ” e AN f ' / 
Ua a 6» (@n 1) =b,, m@r.m(O)On.m(O PD ml ) cosm, p'). 


Die Dichtigkeit og der zu v, gehörenden einfachen electrischen Schicht giebt 
hier der Unterschied der Werthe des nach der Flächennormale genommenen 
Differentialquotienten auf beiden Seiten der Fläche an; diese Werthe sind 
einander numerisch gleich und von enigegengesetztem Vorzeichen. und führen 
zu dem Ausdruck 


PR. ’ N u. N Ä 
(26. ) Zus n’e?u "u S =(2n1) ) =". m VO, VO... )P,n(u)P,.„(w)cosm (g—y' h. 


In u; Weise wird das Moment A der Doppelschicht, die dem Potential 


u, entspricht, aus der Differenz der gleichen und entgegengesetzten Werthe 
erhalten, die %, zu beiden Seiten der Kreisebene annimmt, und man findet so 
(7. Zen 1) 2 z PER AR (0) OÖ, m () P..(#) en u) cosm | Yf u 





n”c 0 

Um die Uebereinstimmung der Gleichungen (26.) und (27.) mit den allge- 
meineren (18.) und (22.) nachzuweisen, mufs man erwägen, dafs für einen 
sehr kleinen Werth von o, die Werthe von o und A, welche zwei Punkten 
(Gy. 4, Y) und (o,, —u,g) entsprechen, nicht zusammentreffen, und dafs bei 
dem völligen Verschwinden von o, für den Punkt, in welchen jene beiden 
Punkte zusammenfallen, nur die Summe der beiden Dichtigkeiten o und nur 
die Differenz der beiden Momente 4 resultirt. Vermöge der Eigenschaft der 
Gröfsen P,.„(u), dafs für ein gerades (na—m) die Gleichung P, „(— u)=P, „(u) 
und für ein ungerades (n—ın) die Gleichung P, „ (—u) = —P,,„ (1) gilt, blei- 
ben demnach für o0,=0 in der Reihe (18.) nur diejenigen Glieder, für 
welche (n— m) gerade ist, und in der Reihe (22.) nur diejenigen Glieder, 
für welche (a—ın) ungerade ist; und da nach der gegebenen Tabelle für die 


2: Ai a %Ü st 
erstern Q,„(0)= — 5... D0,.0° für die andern Q, „(0) = Er” 
n,m \n.m v.m nm ( ) 








wird, 


so geht die Gleichung (18.) in (26.). und die Gleichung (22.) in (27.) über. 
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Die Summation der für die Potentialfunctionen v, und w, aufgestellten 
Doppelreihen (25.) wird jetzt das Ziel unserer Untersuchung sein, indem die 
entsprechenden Werthe für og und A aus diesen unmittelbar hervorgehen. Ver- 
gleicht man die Reihen (25.) mit der Entwickelung (15.) für die reciproke 
Entfernung der Punkte (0, u, g) und (0', w, y'), so zeigt sich das allgemeine 
Glied der ersteren vom allgemeinen Gliede der letzteren nur darin verschieden, 
dals, abgesehen von einem für alle Glieder constanten Factor die Function 
Q,,„(0) an die Stelle der Function P, (0) getreten ist. Auch ist es leicht, 
in der Reihe (15.) diejenigen Glieder, für welche (n — m) gerade ist, von 
denen, für weiche diese Zahl ungerade ist, zu irennen; denn bei der Ver- 
wandlung der Gröfse « in — « bleiben durch die schon angeführte Eigenschaft 
der Gröfsen P, „(w) die erstern ungeändert, während die andern Glieder ihr 
Vorzeichen umkehren. Benutzt man also das eingeführte Zeichen N als 
Characteristik und fügt die Werthe der Variabeln o, u, 9, 0’, w', g' in Klam- 
mer hinzu, so entstehen aus der Gleichung (15.) diese beiden: 











1 1 
YN(u) Y YN—u) 
= ÜI(2n +1)8’5,. P.n (0) O,.n() P.n (u) P,„ (uw) cosm(g—y'), 
(28.) 0 0 
1 1 








YNu) YN—u) 
— HI(Aan+H) ER ,„P,.(0)0,.(")P,.(wP.,.(w)cosm(y—Y"), 
0 0 


welche sich den Reihen (25.) noch näher anschliefsen. Man kann nun eine 
specielle Vorausseizung machen, durch welche die in Rede stehenden Aus- 
drücke von dem Winkel p unabhängig und deshalb einfache Reihen werden, 
— dafs nämlich die Gröfse «—=1 sei. Dadurch tritt der Punkt (0, «, p') 
in die gerade Linie, welche im Centrum der Kreisebene senkrecht gegen die- 
selbe errichtet ist; die Ausdrücke P,,„(w), in welchen m einen von Null 
verschiedenen Werth hat, verschwinden, und P,,(1) ist bekanntlich gleich 
der Einheit. Dann gelingt die Summation der specialisirten Reihen (25.) 
durch ein Verfahren, welches Herr Helmholtz mir mündlich mittheilte und das 
auch in der Habilitations-Schrift des Herrn ©. @. Bauer‘*) angegeben ist. 
Ersetzt man nämlich in den zu summirenden Reihen die Gröfse Q,,(0) durch 





*) Von den Integralen gewisser Differentialgleichungen, weiche in der Theorie der 
Anziehung vorkommen. 
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ıP,.o( ‚o| r . 
da. und vertauscht die 


den unter (14.) gegebenen Integralausdruck 7 


Ordnung der Summation und der Integration, so befinden sich unter dem In- 
tegralzeichen genau diejenigen Reihen, welche aus (28.) durch die Annahme 
u" —=1,. =. hervorgehn. Wenn nun die Gleichungen (28.) nach der Sub- 
stitution der reellen Gröfse « für die rein imaginäre o für das Intervall von 
e—=—1 bis e—=--1 gültig bleiben, so sind für die Ausdrücke v, und «,, 


wenn «'—=1 ist, diese einfachen BR: gefunden: 











„= = ji - ) am i 
anc Ne,u, (@, u, o,1) N (a, —u, 0', 1)? 00 
(29.) —1 } u } \ 


1 0a 








+1 
U un ( n 
Inc, B YN(e, u, o',1) YN(e, —u, 0',1)7 0 —@ 


—— — - 
“ 








% 


in denen der Charakteristik N die Argumente o, u, 0’, w' beigefügt sind und 


die Argumente p und g’ nicht vorkommen; denn es ist 


2 > 


Na,n,cd,i) = 1- — "— u + R2o0'u. 
Diese Anwendung der Gleichung (14.) machte es mir wünschenswerth zu 
untersuchen, ob nicht für jeden Werth von zn ein einfacher Factor 2, (« 
existirt, mittelst dessen aus den Gröfsen P, „(«) die Gröfsen Q,,.(0) durch 
Integration erhallen werden; denn dies wäre ein Schritt zur Summation der 
Reihen (25.). Vermöge der aus der Theorie der Kugelfunctionen bekannten 


Gleichungen 
> 1 


® +1 +1 
j4 [ ! \ / W. BE. A 
/ (@) in \ a) 00 0. Fi (@) Ben «, RER In +1 u ı 
u Ze n.m 


deren erstere n und zn’ als verschieden voraussetzt, kann man für (2,(«) diese 


Reihe aufstellen: 


n=n 


(30.) SL, (@) == 2 (2n + 1)6,.m AR (@ BL. (0), 


nzm 


aus der die Relation 
+1 ME 
(31.) O,m(0) = / P,.(e) 2. (a) 0« 


folgt; aber es steht nicht von vorn herein fest, dafs dieses 42,(«) einen 
geschlossenen Ausdruck zuläfst. Hat man einen solchen gefunden, so sind für 
den Zweck unserer Summation die Gründe davon nachzuweisen, dafs erstens 
in den Gleichungen (28.) oder (15.) die reelle Gröfse « für die rein imaginäre 


Gröfse o eintreten, und dafs zweitens in diesen Doppelreihen die Summation 
4* 
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nach dem Index rn vor der Summation nach dem Index »n ausgeführt werden 
darf. Da nun der Erfolg gelehrt hat, dafs 2,(«) eine algebraische Function 
der Gröfsen o und « wird, so scheint es passend, jene beiden Punkte vor 
der Ausmittelung von 2,(«) zu erledigen, und das soll im nächsten Paragraph 


geschehen. 


S. 5. 


In Betreff der ersten Behauptung bemerke ich, dafs dieselbe nur für 
die Voraussetzung gilt, dafs die Gleichung (15.) sich auf ein abgeplattetes 
Ellipsoid bezieht, mithin ce reell und 0’ gleich der positiven Gröfse b’ mal z ist. 
Dagegen ersetze ich die Variable o durch die allgemeine complexe Gröfse 
a«--bi und werde zeigen, dafs die Gleichung (15.) richtig bleibt, wenn die 
Gröfsen yl— 0° und YN sich mit «--bi nach der Stetigkeit ändern und für 
a=(0 und 5>0O positive Werthe annehmen, wenn ferner die reellen Werthe 
a und d& die Bedingung 

a? D? 
(32.) IIetgp<1 
erfüllen. und die Gröfse 5 niemals negativ wird. Aus diesem allgemeineren 
Satze ergiebt sich dann als Folge, dafs der Variable o stets jeder reelle Werth 
zwischen den Grenzen —1 und —+1 beigelegt werden darf — wie verlangt 
wurde; denn da die Gröfse d’ zwar sehr klein aber nicht Null werden kann, 


2 
so ist die Bedingung it immer befriedigt. 


Die Entwickelung der Gröfse in (15.) ist als eine nach Kugel- 


ee 
cyN 
funetionen fortschreitende bezeichnet worden; diese Benennung entspricht der 
geometrischen Auffassung, dafs um den Anfangspunkt der Coordinaten eine 
Kugel vom Radius gleich der Einheit beschrieben ist, dafs « den sinus der 


Breite, g die Länge auf dieser Kugel bedeutet, und dafs demnach die Gröfse 


. eine Function des Orts auf derselben ist. Da nun jede, für die Ober- 


fläche der Kugel eindeutig gegebene, überall endliche Function in eine nach 
Kugelfunctionen fortschreitende steis convergente Reihe entwickelt werden 
kann, und zwar nur auf eene Weise, so steht nichts im Wege, nachdem in 
N für o der Werth «-+ di substituirt ist, den reellen und den imaginären Theil 


1 ö 
des resultirenden Ausdrucks 7N’ wie derselbe im Vorstehenden definirt 


ist. durch Kugelfunctionen darzustellen, sobald nur beide Theile überall 
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eindeutig und endlich bleiben. Durch das Ausschliefsen der negativen Werthe 
von 5b ist zunächst die Gröfse yl— 0° = yl—(a-+bi)’ zu einer eindeutigen ge- 


1 i 
macht; der Ausdruck N wird aber unter den aufgestellten Bedingungen 





weder mehrdeutig noch unendlich werden, wenn der reelle und der imaginäre 
Theil der Gröfse N nicht gleichzeitig verschwinden können. Um dies zu be- 
weisen, sei yYI—o’—k-—li, k der Annahme gemäfs positiv, und N— T--U;. 
Dann kommt durch Substitution der complexen Werthe 
U—= —2Rab+ Rab uu + 21y1-+6”y1 — WyY1— u” cos(g — ('), 
IT+KkU I(2 — @ + 5’+57) — 2akb — IWW?) 42 (ak — bl) buu, 

und nimmt man, um den Beweis apagogisch zu führen, T=0 und Ü=0 an, so 
giebt die Gleichung !T+-AU=0 einen Ausdruck für w«- «” durch uw‘, 
der in die Gleichung U = 0 eingesetzt einen Widerspruch hervorruft. Denn 
da der cosinus des reellen Winkels (g—yg') numerisch die Einheit nicht über- 
treffen kann, so darf in U der Factor von cos(p—g') nicht numerisch kleiner 
sein als der von cos(p—') freie Theil des Aggregats, wie es eine nothwen- 





\ 


dige Folge jener Annahme wäre. Führt man nämlich den erwähnten Aus- 
druck von uw’ + w” in diese Differenz ein: 
(ab — ab’uw "— (1-40) 1— W — u? Wu). 
so wird dieselbe gleich 
(33.) (ab — ab’uw )’ — (14-5) (1-+- uw”) 
+10) [(2— a? + 0° 4-6") — 2akb-1-2 (ak — bb uw) 

und hat die Eigenschaft, unter der vorgeschriebenen Bedingung wesentlich 
positiv zu sein. Dies wird sogleich klar, wenn man die Gröfsen a, b, k, ! 
durch zwei von einander unabhängige Elemente darstellt. Sei zu diesem Ende 





a— yl—p’yl+g, b=pg, — welche Gleichungen stets, und nur auf eine 
Weise, erfüllt werden können, sobald » jeden Werth von O bis 1, y 


jeden Werth von O bis + annehmen darf und die Gröfse ylI—p* positiv 





oder negativ, die Gröfse y1--g° nur positiv ist —, so folgt daraus k—=py1i--4g‘, 


Te ver . . u bh? “ . “ » « 

= gyli—p‘, und die Bedingung Ip +m<1 nimmt die einfachere Ge- 
a’ b* | u 

stalt „<< b’ an, da IetF= ist, und sowohl y als b’ positiv sind. 


Hierdurch geht der Ausdruck (33.) nach einer leichten Reduction in den 
folgenden über: 

384.) A1-)E— P)L Wu” 4 Wdpquu +(b"41—p)g}]. 
welcher in drei Factoren zerfällt. Der erste derselben ist stets positiv, aulser 
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für y—=1, und dieser Fall, als der Voraussetzung «—0, o—bi entsprechend, 

kann bei dieser Betrachtung ausgeschlossen werden; der zweite Factor b4"—g’ 

ist positiv wegen der Bedingung (32.), und der dritte Factor, als eine Function 

zweiten Grades von der reellen Gröfse uw’, ist positiv, weil seine Determinante 
= AR) 

stels negativ bleibt. Folglich ist der Ausdruck (34.) durchaus positiv, wie be- 

hauptet wurde, und die Voraussetzung, dafs der reelle und der imaginäre Theil 


von N gleichzeitig Null werden, bei Erfüllung der Ungleichheit (32.) unstatthaft. 


. s i 1 1 u . 
Es möge nun die Gröfse — = ——— nach der für jede Func- 
| eyX ceyT-+U: 


tion f(u,g) geltenden Formel in eine Kugelfunctionenreihe verwandelt werden. 








Diese Formel ist die folgende *) 
1 na \ Hi +7 , | 
\wgy) = je = (2n +1)/ öuf } nf (tus Po) OYo» 
° "== fi 
a TI 


Y, = P,,[uw-+ yl— u’ yl— uscos(y—Yı)] 
— p )P,o(u ) + 2b, P,. (u) P,: (44,) cos (4 hör Pu) 


. n.V\ 0) 





+25,,P,. (u) P,,(u)eosn (gg). 








’ " | 1 , 
und daher sind für f(u,y)= — diese Integrale aus- 
ey N(a+bi,u,g,0',w,g') 
zumitteln 
+ (+7 Pum(a,)cosm(P—Y)ER CP, __ PEN, 








# , eYN(a+bi, u, g.,0,w,g') 
Kehrt man jetzt für einen Augenblick zur Erwägung der ursprünglichen Vor- 
ausselzung zurück, dafs «—=0, o=br sei, so erhellt, dafs alsdann der Werth 
des Integrals A,,(o) aus der Reihe (15.) eindeutig bestimmt ist, nämlich 


. 2 


(35.) Ä,..(o) = P,„(N) QO,n() P,.. (wW) cosm(py—g'). 


n,m 


Denn für jede Gröfse existirt nur eene nach Kugelfunctionen fortschreitende 
Entwickelung, und überdies läfst sich die vorstehende Gleichung durch den im 
ersten Paragraph angeführten Satz von Derichlet über Flächenpotentiale leicht 





verifieiren. Da nun aber beide Seiten der Gleichung (35.). wenn 0—=a-+bi, DO 
ABEL. ; RR 
und —o5 7 —gr < 1 genommen wird, endliche und sich nach der Stetigkeit 


*”) Wegen der Form von Y,, vergl. die Abhandlung von Jacobi, Bd 26, p. 81. 








EEE REN VES SEN ENPIR, Di ae has we 
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ändernde Functionen von (@-+-br) bleiben, so ist sie für dieses Intervall der 
complexen Gröfse «+ 5? auch noch gültig. Hierdurch kommt für die Gröfse 
| su N ’ ı 
genau diejenige Entwickelung, welche durch Einsetzung 

. / , ! ! ! u 
eyN(a-+bi,u,y,0,u,%f) 
des Werthes «+52 für o in die rechte Seite der Gleichung (15.) entsteht, 
und gerade das sollte erwiesen werden. 

Die zweite zu rechtfertigende Behauptung, dafs in der für —y aul- 

ce) l 

gestellten Reihe die Ordnung der Summationen, welche sich auf die Buchstaben 
n und »n beziehen, vertauscht werden darf. ohne die Convergeenz oder den 
Werth der Reihe zu alteriren, beruht auf einer allgemeinen Eigenschaft der 
Di- 








Darstellung einer gegebenen Function durch Kugelfunctionen. Der von 
richlel gegebene Beweis für die allgemeine vorhin benutzte Entwickelungs- 
formel *) setzt voraus, dafs bei der Summation zuerst das Glied mit n — 0), 
dann die Glieder mit a= 1, elc. genommen werden. wobei die Gliederzahl 
allerdings mit rn» wächst, aber für jedes bestimmte n gleich 2n--1. also end- 
lich bleibt. Fafst man dagegen zuerst alle Glieder mit m —=0,. dann alle 
Glieder mit m» = 1 zusammen etc., so enthält schon jede dieser einzelnen 
Summen unendlich viele Glieder, und es bedarf eines Beweises. sowohl dals 
diese convergiren, als auch dafs die Summe von allen die gegebene Function 
richtig darstellt. Um denselben zu führen, denke man sich die gegebene 
Function f(u, g) zunächst durch eine nach den cosinus und sinus der Viel- 
fachen des Winkels g geordnete Reihe entwickelt, die für jeden Werth von 


u und g convergirt, und bekanntlich diese Form hat: 
5 ie a ee | 
fu, p) = Ir f\u; FORT — — U, Pi cosm Yf — f ( f 
—ı1 


ml 


78 


Man betrachte dann das allgemeine Glied dieser Reihe. 
1 ’+r 





- f(u, Y,) cosm (p — p,)0Ys. 
—ı1 


als Function von «u und Y und stelle dasselbe durch Kugelfunctionen dar. 
Dadurch entsteht eine stets convergente Reihe, bei der alle Glieder der ull- 
gemeinen Reihe mit einem von dem bestimmten m verschiedenen zweiten Index 
herausfallen. Die Substitution derselben für das Integral 


1 ’ +7 ar 
—f f(u,g,) cosm(p— Y,)CYy. 
u. 





*) Bd. 17, pg. 35 dieses Journals. 
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in die vorstehende trigonometrische Reihe giebt dann genau dasselbe Resultat, 
wie die Vertauschung der Summationsordnung in der allgemeinen Entwickelungs- 
formel für die Kugelfunctionen, und dasselbe ist vollständig verificirt. 


S. 6. 

Die Voruntersuchung, welche für die Anwendung des Ausdrucks 2,,(«) 
zur Summation der Reihen (25.) nolhwendig war, ist auch bei der directen 
Herleitung des Werthes (2,(«) aus der Gleichung (15.), welche die nächste 
Aufgabe bildet, wesentlich. 42,,(@) war durch diese Reihe dargestellt: 


n=& 


(30.) 2, (@) nn = 2 (2n +1)5,. ar (@) O,.m (0), 


n=m 


und derjenige Theil der Entwickelung von der in den Ausdruck 


cyN’ 
cosa(p—g') multiplieirt ist und nach dem vorigen Paragraph eine convergente 
Reihe bildet, kann als bestimmtes Integral. wie folgt, ausgedrückt werden: 





in 1 tr cosm(g —g')da an a u nu 
(36.) = “ n Are (2n-+1)6,„P,..n(0) Om OP, mu)P,m(W). 
e “ nm 


— TI 
Da die Gröfsen 
I2\4m d” P,..(w) 
/ du” 


Pe (u) —- (1 — u 





” 44 


nach Entfernung des Factors (1— u)?" ganze rationale Functionen von w« 
bleiben. so ist es gestattet, beide Seiten der Gleichung (36.) durch den Term 


4 


(1— u)” zu dividiren, und dann « in die Einheit übergehn zu lassen. In- 
dr P,.»(w') 


du” 


(n"— m-+I1)n—m+2)...(n+m) 1 


für «==1 den Werth 





dem nun 








— 


U 1.2.9... 


annimmt, so verwandelt sich die rechte Seite der Gleichung (36.) in die Form 





Z(2n +1)b,„P..(0)0..(") P.. (u). 


FR on 7 ie 


welche der Reihe (30.) viel näher steht, und die linke Seite der Gleichung (36.) 
wird ohne Integralzeichen darstellbar. Um dies zu erkennen, darf man nur 
das Integral in eine bekannte Potenzreihe entwickeln. Sei 





N-y-— 2y,0cos(p—y')-+ B: 


so kommt unter der Voraussetzung, dafs der analytische Modul von 5 unter 


der Einheit liegt. die Gleichung 
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en ; 
a rip Ein. 
A En 2y0 cos (p—') ) 8°) ) 


16 2 :3.8,5 .(2m—1) 14 1. ‚2m +1 y? Ä ' 
w 2.4.6 o..... Im ren | 2, 2m+2 9 FE rn f 











in welche für unsern Fall die Werthe 


Lane Yun 7,48 Y1—0’y1—0" Yl—u? YI—u” 
































Bar u 
| . y= , 5= In me — 
2 2 Ö (vN,+-yN)’ 
einzusetzen sind; der Kürze wegen ist 

N, = — (ou— owW)- (Y\A—oy1l— ww" —y1l— Pr. ap, 

N = — (ou — oW)’ + (A1—-yl—uw +] a 1a” 
geschrieben. Dividirt man jetzt die Gleichung (37.) durch (1—u”)'”, so ent- 
steht die folgende Gleichung: 

(38.) | — f  cosm(p — gY')Op 
ifräi (1— uw)” 7 yA 
u, 
_ 13: 2m—N) (4 Y1— 0° y1— 0" YI—u?)” 4 d:2mt1 7°, tr. 
2.4...... 2m YVN,LyN, er 17T 2,2mt2 9 \; 
und nähert sich «’ der Einheit, so verschwindet y, es wird 
N = N = 1-0 — 0" — uw+Roou, 


und die rechte Seite von (38.) redueirt sich auf das ene Glied 


1 1.3...(2m —1) (4 y1— 0° A "yi— ut)” 
a 2m (2 y1—0’—0o" warnen mis 7 


Dieser Grenzwerth des Integrals hat mit dem Grenzwerth der rechten Seite 











von (36.) den Factor wa” gemeinschaftlich, so dafs nach Abwerfung 


desselben diese Relation erscheint: 





Ä u Vertzee)" 
(39.) 1.3... (2m 1) 1— 0?— 0" — u?+200'u)ter+D 


n 


— TI. 
— ı35 4 (2n +1 )b, pr P. ee )@Q, u (0 )P m(t). 


n,. 
rm 


Aus der vorliegenden Reihe kann die Form der Reihe (30.) hervorgebracht wer- 

den, indem man dieselbe mit einem geeigneten Factor multiplieirt und nach der 

Gröfse u zwischen den Grenzen —1 und —1 die Integration ausführt. Nimmt 

man nämlich den Factor (1— u?)?”""(1-+-u) Öu, so verschwindet im allgemeinen 

Gliede der Reihe der Ausdruck P,„(w) und wird durch einen allen Gliedern 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 1. i) 
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gemeinsamen Factor ersetzt; denn es ist 
+1 v 7 Pa 
(40.) ii PA iu) ou =/ . - 4 Wr i+n)öR 


_ nn 


Der Beweis dieser Relation ergiebt sich leicht aus der Betrachtung der Gleichung 
1 
— = 1+P:,o P, (u) -+-.-+P,,(u)2"+--- f 
y(i—2uz-+2?) + 1 (u)2 + 2 (u)2 "+ T (u) 2 
durch welche Legendre die Gröfsen P,,(w) definirt hat, und die für jedes 
unter der Einheit liegende z gilt. Differentiirt man dieselbe mmal successive 
nach der Variable «, so kommt die Gleichung 


1.3...(2m —1) 2" > d”Pn.o() ın 
d— 2u24+2?)tem+N ee 

in der die Functionen P,,(u), für welche na <m ist, als ganze rationale 

Functionen n'“ Grades, durch die Derivation verschwunden sind. Um die 

Form des Integrals in (40.) zu erhalten, ist dann der Factor (1—w)""(1--u)Ou 


hinzuzufügen und zwischen den Grenzen «= —1 und u=--J1 zu integriren, 

















und man hat 


Hd wm—idtu)d 
(41) 1.3...(2m—1)a” f Din 


(1— u)” (140) Ou.2”. 





_ = "rt d” Pu.o( (1) 
nom /, du” 





Das Integral der linken Seite geht durch Einführung der Integrationsvariable 


re 
y mittelst der Gleichung u — >—- in die folgende einfachere Form über: 


yri 
FB u’)r— | (I+%) ou _ f 4m ym y | 
A d- Ip:13! Iem+1) / [1— 2)??? F21+2°)y+ +3)? Jer+D 


Betrachtet man die etwas allgemeinere Gestalt 


BER <— y”"0Y 
(42.) = / (y’+2ey+ fjiem+n? 


so ergiebt sich leicht, dafs 

















Er uni.) me y0y 
une 1.3.5...(2m—1) uf (z? Hertn? 


ist, oder, weil das differentiirte Integral den Werth — Far hat. dafs die Gleichung 





.2.3...(m—1) 1 
3.3... (mA) (ef Vf 


4) J= 17 
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stattfindet. Setzt man nun wieder 











442° ._.. (4#3)* 
Be mE = 
(A1—2z)? y [ (i—2)?° 
so kommt nach einer kleinen Reduction 
Fr d—u’)”"(1+u)ou __ 1.2.3...(m—1) gm l 
(d—2uz+ 2 i@om+3 7 4.3.5...2m—1)“” 1—2’ 


—] 


und aus der Gleichung (41.) wird die folgende: 





RO mm va ’+1 Ir h 
(44.) 1.2.3...(m—1) IR A" Fol) 4 _ mi Lu) du.” 
4 Be Rh du” l | > 


m 


welche durch Entwickelung der Gröfse > — in die Potenzreihe 2”+2”"+'-.. 





und durch Gleichsetzung der Coefficienten gleichhoher Potenzen die zu be- 
weisende Gleichung (40.) hervorbringt. Dem zufolge entsteht aus (39.) die 


Gleichung 


(45.) 1... 1) ee er d— u”)”1(14 u) du 
j 1.2.3... (m—1) 2m (1 oe — eo — u?+200'u)t rt) 














—_ 
ie ix} (2n +1)b,. P.„(0) 0, (0). 


nzm 


wo nur das Integral der linken Seite auszumitteln bleibt. Durch die oben 


benutzte Substitution = kommt 











/ +1 (1—u r1(4--u)Ou -/ — 4m ym oy 
1—-o’—o"—u’+2oo'u)tert) (2 — s ro 2) 4(2m4 
| | | Yyarzy2 0’—0' )H— )\ 





und zieht man aus dem Nenner des EIER rechter Hand den Factor 
eh 2m+1 
( ) heraus und setzt 
“-B 

an it o'+o\? 

(= 1 FE Ba “r 
2 7 

so stimmt dasselbe mit dem Integral .J in (42.) überein, dessen Werth in (43.) 


angegeben ist. Hieraus folgt die Bestimmung 


+1 Ir yo 1+ u) ou u u, ..(m—1) am 
(46. ) 23 u u?’-+200'u) )(2 nn Me 1.3.. .( 























und die Gleichung (45.) geht in die folgende über: 


n= 


a) (a) = Fren+1)b,.Pun() Qun(e) 
n* 
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Nun gelten nach dem vorigen Paragraphen die angestellten Betrachtungen nicht 
nur wenn o eine rein imaginäre, sondern auch wenn o eine zwischen den 
Grenzen —1 und +1 eingeschlossene reelle Gröfse bedeutet; deshalb ist es 
gestattet, der Uebereinstimmung mit der früheren Bezeichnung wegen, in (47.) 
für o den Buchstaben «, für o’ den Buchstaben o zu schreiben, und man be- 


kommt für das gesuchte (2,(«) diesen Ausdruck: 


i © i— Y 1 
(48). 2,le)= 53 4(2n-+1)6b,„ P..m(%) Q,.m (0) = ( —+) ei 


n— Ho 





Derselbe erfüllt den Zweck, durch eine Integration von den Gröfsen 
P,„(e) zw den Gröfsen Q,,„(0) zu führen; indem man ihn in die Glei- 


chung (31.) substiluirt, entsteht die Kelation 
1 . 2 0@ 


(MI done | P,.. (e) 1— er —, 
von der die Neumunnsche Gleichung für Q,,(0) (14.) ein besonderer Fall 
ist. Wenn man übrigens beachtet, dafs die Ausdrücke (1— u)” P,,„ () und 
1— u)” Q,„(u) derselben gewöhnlichen Differentialgleichung genügen, und 
diese aus der Differentialgleichung (12.) wirklich herleitet, so macht sich die 
Verification von (31 *.) sehr leicht. 

Jetzt sind wir in den Stand gesetzt, geschlossene Ausdrücke für die 
Gröfsen v, und «, in (25.) aus den Gleichungen (28.) zu entwickeln. in 
denselben werde für o die reelle Gröfse «, und statt der Buchstabe 9 ge- 
schrieben, ferner seien die Reihen nach den Cosinus der Vielfachen von (P—y') 
geordnet. Dann bilde man die Reihe 


mM—ZR a? Jar 
(49.) E +2 = _ Fun cosm ( 


u — 1 


 R2— a’ — 0*—2y 1—o? y1— 0? cos(p— ß)' o—a’ 











welche immer convergirt, da « die Einheit nicht übertrifft und i—- stets 
gröfser als dieselbe ist, und multiplieire die Reihen in (28.) mit der Reihe (49.), 
und die linke Seite jener Gleichungen mit dem Werthe dieser Reihe. Wird 
jetzt das Element 0/ hinzugefügt und nach demselben von = —n bis f=n 
integrirt, so tritt in den Reihen der Ausdruck cosm (y—y') an die Stelle von 
cosm(3—g'), und zu dem Aggregat, das in cosm(p— y') multiplicirt ist, 


1— a’ ar j ’ A Bi 
kommt der Factor r gene hinzu. Die Integration nach d« innerhalb 


der Grenzen —1 und +1 verwandelt nun vermöge der Relation (31 *.) jedes 
P,..(«) in @,,„(0o) und somit die in Rede stehenden Reihen in die Gestalt 








FE ET TED Ar ern arme 
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der Reihen (25.). Dadurch aber entsteht das gesuchte Resultat 


+ I 
v.= u 4 
An’e Ge a oO, u, 








(+7«) )Oa@c Br 





id 


| in — 
| Nie, 227 o', u, p')/2—a’— 0’— 2} 1— ea] $ -0° cos (4 ß) 


+1 7t 
SFR 
An’e FICHTE 


L 











(o+a)0a0ß 





) 
\ Ne, ch, o', u, ‚')/2 - a’ — 0° —2y1—a’y 1—o?cos(g— Pf) 


der Factor des Zälilers (o--«) ist durch Division von (o—e) in (@— ee‘) in 





der Gleichung (49.) hervorgebracht. 
$. 7. 
Man kann die Form der Doppelintegrale in (50.) ein wenig vereinfachen. 
indem man bemerkt, dafs die Gröfsen 
No, —u,P,0,wW,p) und N(—a,u,P,0,u',g' 
und stalt der Integrationsvariable o eine nur durch das Vor- 


identisch sind, 
Addition der zu- 


zeichen verschiedene Variable einführt: dann kommt durch 


re au ursprünglichen und neuen Gleichungen 


5 

















® Be = x PR 1 ca 
k " y Inc ö Ne, ‚u, 8, 0', 4 u',g') 2—e® — 0° 2,/1—a? ercos 8)’ 
r. _ we: se 1 «oaop rn 
er In’c VN(@, 1, ,0', u, g') 2—a’—0’—2y1 —a’y1—o®cos(p— A) 


Die directe Werthbestimmung dieser Integrale ist in dem speciellen zuerst 
behandelten Falle, dafs «= 1 ist, ohne Schwierigkeit; die einfachen In- 
tegrale der Gleichung (29.), in welche die vorliegenden sich alsdann ver- 
wandeln, geben nach der gewöhnlichen Methode die folgenden Ausdrücke, so- 
bald man nur darauf achtet, die Quadratwurzelgröfse sich stetig ändern und 


für &—0 einen positiven Werth annehmen zu lassen: 


[d.] = 















































1 ( 1 YN(0,u,0',1) | { /N(o, m 0,1) 
/ BR un — arctg mins, 
(51.) we \YN(o, u, 0', 1) —00+u ' YN(o,—u,o',1) . — 00 — u 
[w,]| no 
1 —( —— arcig YN(o, u, 0", 1) 1 -arctg } A ((, — U, o', 7) 
YN(o,u,0', 1) — 00'+u  YN( 0, —u, 0", 4) — 00'— u ? 


wo die u zwischen den Grenzen O und x zu Eee sind. Dagegen 


Een 
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scheiterten die mir bekannten Hülfsmittel an der Aufgabe, die Natur der In- 
teorale (50 *.) zu erforschen, sobald den darin vorkommenden Gröfsen keine 
Beschränkung auferlegt wird *), und ich sah mich genöthigt, bei der weiteren 
Untersuchung auf den Umstand zu fufsen, dafs v, und “, für den ganzen un- 
endlichen Raum mit Ausschlufs der Kreisscheibe Potentialfunctionen sind. die 
in unendlicher Entfernung von derselben verschwinden und durch die an der 
Scheibe selbst zu erfüllenden Bedingungen eindeulig bestimmt sind. Ferner 
konnte als Fingerzeig dienen, dafs diese Potentialfunctionen für «—=1 in die 
Formen [»,] und [«,] der Gleichung (51.) übergehen müssen. Hierbei schien 
es wichtig, der partiellen Differentialgleichung 

oV e oV a 8:V Rn 

Fi 
eine Gestalt zu geben. bei welcher leicht zu erkennen ist, ob Functionen, die 








den Gröfsen [v,] und [w,} ähnlich gebildet sind, derselben genügen oder nicht. 
Da nun die Form der Zaplaceschen Differentialgleichung, in welche sie durch 


die Coordinaten 0, u, g übergeht. 


P 





a 
(@ a ir r 2 2 ur 
a 86 A ou | o’— u’ o’V 
(52.) — -—— .. ; = —(, 

B 06 ou  d4—o’)(1 — u’) op? 
sogar für die Verification der Ausdrücke [v,] und [w,] sich sehr unbequem 
zeiole. so entschied ich mich dafür das Quadrat der Entfernung der Punkte 
ö,u,p) und (o',w,g') dividirt durch das Quadrat des Radius e, oder N statt der 
Variable g als Coordinate einzuführen, und die andern beiden Coordinaten o 


und :: beizubehalten. Um dann jeden Punkt des Raumes durch o, «u, N auf 











eine Weise ausdrücken zu können, hat man der Gröfse Yl—u” auch das ne- 
oalive Zeichen zu gestalten; doch wird dies in unserer Aufgabe keine An- 
wendung finden. Die partielle Differentialgleichung (52.) für eine Function FF 
im Punkte (o, u, N) erscheint demnach, wie folgt: 














ce (1—0°) a | | o’V 
9) ei +2 Ro wWu+ (— o"— u" +9— u — N)o) 3N}o 
u | a o°V 
RR: pr — 2 (2 wo + (— 0" — u" — 0 | u — N )u) oN ou 
2 ev 
+ (— u?) (4N SR —6 =) = 





*) Durch die Vertauschung von « und uw’ erhält man offenbar für v. und «„ Aus- 
drücke von derselben Form wie in (51.), wenn a=1 ist: aufserdem liefs sich nur der 
Grenzwerth des Produets o« für «=0 direct ableiten. 
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Bildet man nun den Ausdruck 





7 1 yN 
BB © cm 7 areig et 


und substituirt denselben in (53.), so zeigt die Rechnung, welche ich der 
Kürze halber nicht hersetze, dafs die partielle Differentialgleichung (53.) be- 
friedigt wird und folglich auch die Gleichung (52.). Ein zweites particulares 
Integral der letztern erhält man aus dem vorstehenden. indem man statt der 
von 9, u, g unabhängigen Gröfse «’ den entgegengesetzten Werth —u' ein- 
führt, nämlich — arcig IS wh. ur nd F), 
YN (0, u, $, 0, — uw, g!) — 00 — uu 
wohl kaum der Erwähnung, dafs 


N (0, u, 9,0, —u,gp') = N(o, —u,y, 0’, w,y 





und es bedarf 











ist. Durch diese beiden Parlicularlösungen werden die allgemeinen Ausdrücke 
v, und x, der Gleichung (50.) in folgender Weise dargestellt: 















































1 1 j ! a a 
| ( arcio Y.N (5, u, 9 0, u F) 
ne \YNo,wpo,uU,g) 0°  —oo+uu 
+ | arte 1 9,0, —u', p') \ 
'/N he) n ; ıE 
(59.) YN(o, u, p, 0', — u, p') — 00 — uu 
N EI 
( av — arcig LI B 9 9 Ws 9 ) 
N. YA (0, It, f, 0, u', op) - -00' + ua 
ar arctg YN Io, u. 9, 07, —u, ) 
) — 00’ — uu' 


YN (6,1, 9,0, —w', g) 
wo die zu den Tangenten gehörenden Bogen zwischen den Grenzen 0 und ı 
zu wählen sind; doch mufs eine strenge Verification dieser Gleichungen er- 
folgen. Zu diesem Ende ist es nöthig sich zu überzeugen, dafs die Functionen. 
welche v, und «, darstellen sollen, und die als Lösungen der Laplaceschen 
Ditferentialgleichung schon erwiesen sind, in unendlicher Entfernung von der 
Kreisscheibe verschwinden, und im ganzen Raume, diese Fläche ausgenommen. 
endlich und stetig sind, und endliche und stetige Differentialquotienten in jeder 
Richtung haben. Diese Eigenschaften besitzt der Ausdruck 





1 YN(o, u, p, 0',w,') 
7 —— arcl — . 

eyN(o, u, p, 0’, u', g') — 00’ uu 
denn sobald der Punkt (0, u, g) sich weiter von der Kreisscheibe entfernt als 
um eine gewisse leicht anzugebende Gröfse, so nimmt der erste Factor des- 
selben mehr und mehr ab, während der zweite Factor die Grenze nicht 
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überschreitet, und eine Unterbrechung der Stetigkeit findet auch nicht an der 
Stelle statt, wo der erste Factor unendlich grofs wird. Nähert sich nämlich 
der Punkt (0, u,Y) dem festen Punkte (0', w,y'), so ist der Ausdruck 
— 60'+ u’ wesentlich positiv, und die Gröfse unter dem Zeichen arcig. ein 
ächter Bruch; entwickelt man also den Bogen nach Potenzen der Tangente und 





dividirt den Term YN(o, u,g,0,w,g') in die einzelnen Glieder der Reihe. 
dann kommt ein Resultat, das offenbar mit Einschlufs seiner Differentialquotienten 
endlich und stetig ist. Da nun der Ausdruck 





1 j ’ Pr ' 
—— aretg ! ahnt ad 2 


ceYN(o, u, , 0', — wu, p') —00'— uu' 
dieselbe Betrachtung erlaubt, so sind die Ausdrücke für v, und «, in (55.) 











Potentialfunctionen des bezeichneten Characlers. Es bleibt aber noch zu zeigen, 
dafs der Werth für v, für jeden Punkt der Kreisfläche (0, u,y) in die Gröfse 
1 
e] A (0, 1,0, o', u’, g') 
vs, nach der Flächennormale genommen in den gleichen Differentialquotienten 


der Gröfse — für 6=0. Der erste Umstand wird dadurch 


eVYN (0, u, @, o', u, gp') 
absolvirt. dafs die Gröfsen 


a und ———n—— 
eYN(O,u,p,0,W,Y) ey N (0,u, , 0, —u',y 





übergeht, und der Differentialquolient des Werthes für 




















zusammenfallen. und dafs die Summe 














arcig ( N (0, u, y, i er W)) PR ( N (0, u, Zap) 

h uu um 
den Werth 7 hat, indem die Tangenten gleich und entgegengesetzt. und die 
zugehörigen Bogen zwischen den Grenzen O0 und x zu nehmen sind. Wegen 
des zweiten Umstandes hat man den Differentialquotienten des für w, angege- 
benen Ausdrucks nach o zu bilden, und dann o= 0 zu setzen; da nun 


ß h 3 | 
> ( =) ur ( N —): 


] N (6, u; f, 0', u', f Ö, U, p, 0, —u', ) 














0 YN (0, u, @, 07, u, g)) Ö YN (6, u, p, 0', —w', ') 
— ( arclo == arcig BERERE 
00 | — 00'+ uu 00 — uU 

















n 


06 
wird, wenn man nach vollzogener Differentiation 0 = 0 setzt, so verwandelt 


sich der in Rede stehende Differentialquotient des ganzen Aggregats in den 
: 1 


06 = N (6, u, p, 0', w, ') 
mit sind die Gleichungen (55.) zufolge der Untersuchungen des ersten Para- 





ernen Term 





) für o=0, wie behauptet wurde. Hier- 
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graphen streng bewiesen, und dienen jetzt ihrerseits zur Ausmittelung der 
Doppelintegrale, durch welche in (50*.) die Functionen ®, und «, dargestellt 
sind, und bei denen keine von beiden Integrationen für sich durch algebraische 
und logarithmische Gröfsen absolvirt werden kann. Indem man beide Glei- 


chungen durch Addition vereinigt, kommt das Resultat 














; FF: 7) l (+) 0a oß 
Art a } Ne, U, ß; 0’, u, p') 2 — a’ —0’—2 } I—e° 1—0°cos(g o] 





1 YN(o, u, $, 0’, w,*) 
— arcig — —— 
r - 00'+ uu 














Es sei gestattet, mit wenigen Worten auf die geomelrische Deutung der 
Functionen v, und =, einzugehn. Nach (55.) ist v, die Summe und «, die 
Differenz von zwei Ausdrücken. deren zweiter aus dem ersten durch Ver- 
wandlung der Gröfse « in — uw’ hergeleitet ist: sobald also die Elemente des 
ersten durch die Lage des festen Punktes (0, «, g') und des beweglichen 
Punktes (0, u,«p) bestimmt sind. hat man nur statt des Punktes (0’, «,g’) den 
Punkt (0, —ı,gy') zu setzen, und dieselbe Construction zu machen, um den 
zweiten Ausdruck zu erhalten. Der Punkt (0, —uw', g') wird aber gefunden. 
indem man von dem Punkte (0', 1, y') auf die Ebene des gegebenen Kreises 
ein Perpendikel herabläfst, dasselbe um sich selbst verlängert und den End- 
punkt desselben nimmt. Mithin genügt es den ersteren Ausdruck ins Auge zu 
fassen. Es werde der Punkt (o, «,y) durch 3 bezeichnet. und von dem- 
selben auf die Ebene des Kreises das Perpendikel BÜ gefällt; sei ferner O 
der Mittelpunkt des Kreises, so werde der Durchmesser DOCE gezogen, und 
der Punkt B mit den Endpunkten desselben, I und &, verbunden. Um die 
Bestandtheile dieser Figur durch die Coordinaten 0, u, g auszudrücken, möge 
o gleich der positiven Grölse s mal der imaginären Einheit gesetzt, und « zu- 


nächst positiv angenommen werden; dann ist nach den Gleichungen (10.) 


BC =csu O0 = cyl+sy1—w, DE= 2%e, 


und man findet leicht 





DE — (su + (1-+y1- s”] 1— u)” ), 
EB — &(8®wW+ 1-yYi+s8yY1— u)), 
folglich 
DB = c(yYl+s°-+} 1—), EB=c(\i+s®—Yl— uw 
Der Winkel DBE werde w genannt, so giebt eine Grundformel der Trigo- 
Journal für Mathematik Bd. LVIU. Heft1 6 
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nometrie die Bestimmungen 
u 


$ Es 


Vere Bar 
wird dagegen « negativ gedacht, so hat man bei derselben Construction die 





C053W — 


Gleichungen 
cos (—*) = Ba BE . sin (—*) = danlaeieng: . 
2 Ys’+u‘ s Ys’+u° 


Ferner ist die Gröfßse eys’--w die mittlere Proportionale zu den beiden 
Linien DB und EB. Wird nun der Punkt (0o', «',g') A genannt und in 
gleicher Weise das Perpendikel AC’ auf die Kreisebene herabgelassen, der 
Durchmesser D’OC’E’ gezogen, und der Winkel D’AE’ mit w' bezeichnet, 


so ist wieder 








cos ( . = E in(= 2 E 
z _— ——g Ss ee 1 GE - nn 
> Vs'’"+ u” 2 Ys’tu” i 


wo das obere Zeichen für ein positives, das untere für ein negatives « gilt. 
und eys—+-u” gleich der mittleren Proportionale zu den Linien D’A und E’A. 
Hierdurch ergiebt sich für den Ausdruck 




















1 'N (0, u, g, 0', u, ') 
— ner arclg! 4 I= A 
‚ eYN(o,u,y, 0',w,y ) — 00 + uu 
dafs 
BE 
Bi PA ER =. 2/38. 1 r2 WW 
— 00 +uW —=ss +uu = ys-+wys’—+u cos(=E*) 


wird; schreibt man daher die Tangente, deren Bogen genommen werden soll. 


in der Form 





ceYVN (0, u, y, 0', u, ') 


ne 
RT +Ww-.w 
eys’+u?.cys’’+u'”. cos ( = 5 ) 











so ist e der gegebene Kreishalbmesser, ey N(o, u, p, 0’, w, g') die Verbin- 
dungslinie der Punkte A und B, cys’-+ u” die mittlere Proportionale der 


Linien DB und EB, cys”-+ u” die mittlere Proportionale der Linien D’A 
+@+o .. 
und #’A, und eos (=) der cosinus der halben Differenz der Winkel 


DBE und D'AE', sobald die Punkte 3 und A auf derselben Seite der Ebene 
des Kreises liegen, und der cosinus der halben Summe der Winkel DBE und 
DAE', sobald B und A auf enigegengesetzten Seiten der Ebene liegen. 
Alle Elemente des in Rede stehenden Ausdrucks ändern sich nach der Stetig- 
keit, wenn der Punkt A festgehalten wird, und der Punkt 3 den ganzen un- 
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.. . z @ 4 w' , 
endlichen Raum durchläuft, mit Ausnahme der Gröfse cos(: .: 2 ), und diese 


macht nur dann einen Sprung, wenn der Weg des Punktes 3 die Ebene 
innerhalb des Kreises durchkreuzt; darin besteht aber der eigenthümliche 
Character dieser Function. 

Nachdem die wahre Form der Potentialfuncetionen ®, und w, in den 
Gleichungen (55.) aufgestellt ist, bleibt die Dichtigkeit o der einfachen Belegung 
und das Moment A der Doppelbelegung aus dieser zu entwickeln. Der Dif- 
ferentialquotient von v, nach der EN der Kreisfläche. an der Seite der 


oO a 
positiven « genommen, ist gleich =. für o=0 und «>>0, an der 

Ü c0 
anderen Seite gilt der gleiche und entgegengesetzte Werth: schreibt man 


hier der Kürze halber N für N (0. u,@, o,w, p'), so kommt 


20 | ou! Pi yN y\N\ 
56.) (Ze) = en - arctge —— — arcig ) 
(56.) o=U N I yN® ala, Jene uu' wol u) 








Te 


Die Bogen der Tangenten sind zwischen O und z zu nehmen; wird aber für einen 
/N 
* y _ * “ 
Ausenblick —n gesetzt, so ergiebt sich 
- uu' u. 9 





. 1 
arctg (— 7) — arclgn = nr — Rarcigen — 2arcig —. 
/ 
doch ist in dem letzten Ausdruck der Bogen zwischen — ir und -— 4 zu 


wählen. Indem man diese EN benutzt, und die Gleichung 


Arno = Pb Ste) 
in eu =0 


anwendet, so entsteht für die gesuchte Dichtigkeit o dieser Ausdruck: 











(57.) ’ $ , o'uu ? E) 
‘ . ) = en « > © ATC 8 —ar 
S n®cu\N | yN® IN 
Das Moment 4 wird durch die Gleichung 474 = 2(w,),—. bestimmt, da vw, zu 


beiden Seiten gleiche und entgegengeselzte Werthe hat: und diese liefert die 


Darstellung: 


z £ 1 1 uu 
8. Le u - arctoe —— 
(99.) ne yN ®yN 


in dieser wie in der vorhergehenden Gleichung liegen die Gröfsen arcte & m 
£ g 27 








ı' 





zwischen den Grenzen —4rı und — 47, und der Variable « werden nur 
positive Werthe gegeben. 

Hiermit sind die Fundamentalaufgaben des ersten Paragraphen für den Fall 
der Kreisscheibe vollständig gelöst; wir beziehen nun die gegebenen Functionen 
[ und g der ersten und der zweiten allgemeinen Aufgabe auf die Coordinaten 


u, g eines Punktes im Kreise vom Radius c, und deuten dies durch die 
6° 
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Zeichen f(u, Y) und y(4,Y) an, dann verwandeln sich die allgemeinen Glei- 
chungen (1.) und (6.), durch welche die Probleme der electrostatischen und 
der electrodynamischen Vertheilung aufgelöst werden, in die folgenden, wo 
das Element der IuRaSEENNn cueOuög ist, und die Potenlialfunetionen V, und 


U, für den Punkt (o’, «, y') gelten: 








’ j u _f , uw ’ 

(59.) V.=-— ff (u, Y) WW tr7m° reg ET] öu Op, 
| 1 a 

(60.) U= -— a ylu,« AlFr arclg re ou og. 


In dem Fall, dafs die gegebenen Functionen f(u,y) und g(u,y) von dem 


.. vn ” . “ .. . ya « 
Winkel g unabhängig sind, ist es wünschenswerth, die Integrale / 00% 


ei T, [2 . n [ ern . 
und / 0, wo die Werthe und A aus (57.) und (58.) genommen sind, 


möglichst zu vereinfachen. Dieselben können in elliptische Integrale verwandelt 
werden; doch ist es zu diesem Zwecke passend, auf die Ausdrücke v, und 
uw, in (99.) zurückzugehen, und ich werde mich begnügen, das Integral 
u + | N (o, u, 9, 0', wW, p')\ . > 
(61.) Ko F | —aretg(! > . Er N) ögy u MW 
oT. YN (0, u, , 0’, u, p') — 00'+uu 


— TI 














als elliptisches Integral der ersten Gattung darzustellen, woraus die Wahrheit 
der Behauptung leicht gefolgert werden kann. Es sei der Kürze wegen 


7 » 9 


I ba = B 2 2 2 
— OÖ ru =—6&G, y' BER? — 0) vu ei , + 200’ uw we d, 





2 1— oy1—0”  da— Wi w" au Ö, 
so ist 
N = a—bcos(p--g). 
und wendet man die Formel an: 


- arcte vN _ F- x 
EEE TE DIN 


- . 
- 


welche für positive und negative Werthe von £ gilt, da der Bogen zwischen 


den Grenzen O0 und x zu nehmen ist, so kommt 


‚ SEE ie 
„n — Topf m 


Nun ist bekanntlich 


er op 2 ad 2 
z’+a—bcos(p — !) Le: Y(x’+a)’—d° 


ui 
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also giebt die Vertauschung der Integrationen für W den Werth 


IL 



































or 
(2) W=/ —E—., 
4 \(a’ + a) —b° 
der die Form eines elliptischen Integrals erster Gattung hat. Um dasselbe in 
die canonische Form zu bringen, werde a-b= N,, a-b=N, gesetzt, und 
. Wi; . . . . vN, . . 
weil N, >N, ist, die Substitution « — —— angewandt; dann wird W oeleich 
. > 
VN, i 
| us oy 
—h wenn 5 positiv ist, oder gleich 
y{ > 2 Pi 9 
I armer) 
r JArdltn- 
Em, 
| ir oy | | r— oy 
vN, | u 3 ne A: 
m er 3 oy 
wenn {£ negaliv ist. Aus der Gleichung / geh ——w folgt aber 
4 yi-+y 2)(1- -k?y”) j 
nach den Grundformeln der elliptischen Functionen 
iy = sinam (?,w, k) = ilgam(w, k'), 

wo “=y1l—%’ ist, und deshalb w=argtgam(y, Ak). Setzt man daher 
N 2: 
vn —#®: so entsteht die Endgleichung 





‚k'), 


in der das Argument nach Jacobis Bezeichnung zwischen den Grenzen 0 und 


Bu 


(a e- -argig am (7: 


2K’ zu nehmen ist. 
Schliefslich sei noch einer andern Form gedacht, die man unter ge- 


wissen Voraussetzungen den Ausdrücken VW, und U, der Gleichungen (59.) 
und (60.) geben kann. Wenn nämlich das Potential, dessen Werth f in der 
Kreisfläche bei der ersten Aufgabe, und dessen Differentialquotient y nach der 
Flächennormale bei der zweiten Aufgabe gegeben war, von Massen herrührt, 
die aufserhalb eines gewissen die Kreisfläche umschliefsenden Raumes ihren 
Sitz haben, und wenn dasselbe für jeden Punkt (0, u, g) dieses Raumes bekannt 
ist, so darf man es sich in eine Reihe entwickelt denken. die in Bezug auf 
die Gröfsen « und g nach Kugelfunctionen fortschreitet. und auch in Bezug 


auf die Gröfse o die Form der Reihe (15.) hat. Wenn ferner diese Reihenent- 
in dem gegebenen 


wickelung auch dann noch gültig bleibt, sobald in ihr und 
Ausdruck des Potentials, der f(o,u,Y) sein mag, für die rein imaginäre 
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Gröfse o die zwischen den Grenzen —1 und —1 liegende Gröfse « substituirt 
wird. so führen dieselben Betrachtungen, welche zur Herleitung der Glei- 
chungen (50*.) angewandt wurden, zu den folgenden Relationen: 


1 u Ze snmaß BE 
a — 9m f\ PSP] m 2 ur 2 oe ’ Tu 
ante I I 2—0’—a?—2 Y1— 0? Yl—a?cos(p— P) 


N ef’ # "flo, a0a oß 
wa a ‘ N 9 r , Er s 
In’c. 3) 2—0°— a” —2 yl—0o°] pa 


L 





(64.) 








wo die Potentialfunctionen Y, und U, für den Punkt (o, u, g) bestimmt sind. 


Ist das Potential f(o, u,g) von dem Winkel % rF so gewinnen sie 
die noch einfachere Gestalt 


. ! c0« 
' ie C ft au ua: 
(695.) a; 


& 0« 
U, EA au (eo, u) n 
TC a —g?’ 


welche von Herrn Helmholtz und Herrn Bauer bemerkt ist. Eine von der 











Reihenentwickelung des Potentials f(o, u, g) abstrahirende Untersuchung der 
Gleichungen (64.) und (65.) würde an dieser Stelle zu weit führen. 


Die Fundamentalaufgaben des ersten Paragraphen erlauben in dem Falle, 
dafs der feste durch A bezeichnete Punkt aufserhalb der gegebenen Fläche S 
liegt, eine einfache physikalische Interpretation: bei der ersten sei der durch 
die Fläche Ö eingeschlossene Raum ein Leiter der statischen Electricität, 
und in dem Punkte A die negative Einheit des electrischen Fluidums con- 
centrirt. dann ist ®, das Potential der Wirkung, welche die an der Oberfläche 
von S indueirte eleetrische Schicht ausübt, nachdem der Körper mit der Erde 
leitend verbunden ist; bei der zweiten Aufgabe sei der unendliche Raum mit 
Ausschlufs des durch die Fläche S begrenzten Raumes ein Leiter der dyna- 
mischen Electrieität, und der Punkt A enthalte die positive Einheit der electri- 
schen Masse (vermöge der Substitution electrischer Massen für Einströmungs- 
punkte der Electrieität), dann ist die electrische Spannung in irgend einem 
Punkte des Leiters gleich der reciproken Entfernung dieses Punktes vom 
Punkte A vermindert um den Werth der Potentialfunetion », an derselben 
Stelle. Wenn wir daher unter der Voraussetzung, dafs die Fläche 5 ein 


verlängerles Rotationsellipsoid ist und abnehmend sich der geraden Linie nähert. 
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jene beiden Potentialfunctionen v, und «, für sich allein ins Auge fassen, 
ohne eine Anwendung auf die allgemeinen Aufgaben des $. 1 zu machen. 
so hat dies nach dem eben Gesagten seine volle Berechtigung; auch hindert 
nichts, das Resultat der gleichzeitigen Wirkung mehrerer electrischer Massen- 
punkte durch Addition der entsprechenden Potentiale darzustellen, und dadurch 
die Anwendung in anderer Weise zu verallgemeinern. 

Die Gleichungen Er und (21.) gaben für vo, und «, diese Ausdrücke: 





me Fe aa Pa / 
vu, = - @n+1)=b, cn 0, m \ oO, ın \ v0 EP u cos m Yf Yf 
C 0 n,m ( 6.) 
Rn j od ’ P, m (0,) ! ! 
U. — PS >> (2n- 1) = A 0, j Gum \ 0) 0, ‚m Ö Pin u } P ‚m u CU> In f ig Yf 
0 0) n,m Ö, 


und die Annäherung des Ellipsoids an die gerade Linie wird 
durch die Annäherung der reellen posiliven Gröfse o, an die Einheit darge- 
stell. Da hierbei die Werthe der Functionen @,,.(0,) und @,,.(0,) über 
jede Grenze hinaus zunehmen, so bestand die Aufgabe darin, den Effect dieses 


Wachsens auf die Potentiale v, und w, zu erkennen, und es hat sich gezeigt. 





) Ö, er 
dafs das Product von v, und der Grölse log - und das Product von u 
Tr 
| 


und der Gröfse —— gegen feste Grenzen convergiren, die in geschlossener 
_ 


0 


Form darstellbar sind. Dies Resultat soll nachgewiesen werden, indem man 


auf das Verhalten der Gröfsen P,.„(0,) und @,,„(0,) näher eingeht. 
Die Gleichung (31*.),. durch welche @,,(o) auf P,,,(e) zurückge- 


führt wird. 








xım 0@ 
VO, m 2 en kyr 2: P, ‚m a )\ 1 — e” . 
| id u o6—.&u 


gilt ebensowohl für reelle, die Einheit übertreffende Werthe von o, wie für 


. . . Fun “ 1 . 4 ’ 
rein imaginäre, da Q,,.(0) eine nach Potenzen von — entwickelbare Gröfse 


Ö 


’ 1 a 
ist, sobald der analytische Modul von — unter der Einheit liegt. Schreibt 


2} 2\1 ın dr pP n ‚ol (@) . 
man unter dem Integralzeichen (1—.«)?” ne für P,..(«@). so wird klar. 


dals P,„(e)(1— 0°)" eine ganze vba Function von « ist. Nun hat man 





die identische Gleichung 


+ d” Paola) 4 __ Et d” P,..(0) 1 00 dr P. of 1 ' rl CO“ 
| ER 2 








—| 


da” do 
( 


jm P, ol / 9\m 0 
ER a | 1 — 0 N —, 
| >86 
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in der das erste Integral der linken Seite eine ganze rationale Function von 
o werden mufs, da o—« in den Ausdruck der Parenthese dividirt werden 
kann. in der das zweite Integral der linken Seite den Werth 





d” P,.(6) 4 0)” ]oo 
(1— 0°) 
do” ‚ i 2 +1 





hat. und wo die rechte Seite, nach fallenden Potenzen von o entwickelt. nur 
negalive Potenzen dieser Gröfse enthält. Entwickelt man daher den Ausdruck 


d .- P, () (0) i )\m Ö l r 
+ -(1— 0°) log —— nach fallenden Potenzen von 0 und nennt das 
do” : 6 


Aegsregat der Glieder mit nicht negativen Polenzen #t,,(0), so verwandelt 
sich die vorstehende Gleichung nothwendig in die folgende: 


0—@ 











dr P, v(0) , TEEN en *+1 dr P,„.o(e) f )\m 0a 
R,.m (0) — — 2 (1—0?)" log = dan (ie) 


do” +1 


—ı 
miltelst deren für @,..(0) der folgende Ausdruck entsteht, welcher der Neu- 
mannschen Darstellung von @, (0) in (14.) entspricht: 


d ” P...(6) / 


/ 1 „2\4 0— 1 
- u Aka 2 


OESTLT 
Für die Folge ist es wichtig zu wissen, ob die ganze rationale Function von o 
fi,„(0) für o—=1 verschwinden kann, sobald die Zahl an von der Null ver- 
schieden ist. Durch Vergleichung von (66.) mit dem früheren Ausdruck 





(66.) VO, 1 0) — 1 Eu _H Yidle m (0) ann 


o—1\ 
o+1/ 





ur (R...(0) — P,.»(o)log 





3 / „2\4m 
— | \2 
u..(6) = (1— 0°) 


do” 

findet man aber leicht, dafs A&,,(1)=2, und für mn >1, 
R,.„(1) = 1.2.3...(m —1).2” 

ist. folglich ist die aufgestellte Frage stets zu verneinen. 


Wir werden jetzt mittelst der Gleichung (66.) die Grenzen suchen. 


. . °. P m (0) o—1 P, m (6) 1 .. 
denen sich die Ausdrücke —"— log — — und ——-—— nähern, wenn 
n.m (0) r. +1 (,m (6) 0 1 


die reelle Gröfse o abnehmend in die positive Einheit übergeht. Für’s erste ist 
t - 


dr P,.(o) 0 o—1 
(67.) P,.m (6) FÜR. ‚euch. or do” - o+1 
a ET a 7 a ze „1. d"B,.0o(0), _ o—1 
(1—0 2” R„.m(0)— (1—0 ET — 08 
do” o+1 








d—ar)im 








und man sieht. dafs bei m = 0 der Grenzwerih von 


er 


KT re 
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1 
R, ol) 





Ä o—1 
„ ve o)loe —— 
0-41 


nD 
die negative Einheit ist, während bei jedem gröfseren m schon der Zähler 


0 . Den - « ÖO— | ’ 
der rechten Seile in (6°.) durch den Factor (l1—o oo verschwindet. 


4. 


der Nenner aber durch das Glied (1— 0°)" R, (0) unendlich erofs wird. 


also immer der Grenzwerth Null entsteht. Für’s zweite hat man 





| 
P..v(0) — 
P,.(0) ! 5 a 
01.010) R,.u(o) P,..(o)loe — 2P.u(0 
> 
» - { ) 
(68.) / Pam ui „_Ä 
.. (0) 1 
FR Er Fre z dr+ıP, o(o l 
ie, Lie 
do” do”! 0° l 
9 In: u a 2 d ) d- | 
mo (1 si BE R,.m(6)- (1— 0°) R, m\0)— =; P,m(0 logo 7 
dG f 7 
ER | pP). 
und es ergiebt sich bei » = 0 der Grenzwerth - a ru ıP,.(1 


bei m—1 der Werth Pre!) 
) RR, 1 ( l 


treffenden »n» der Werth Null. 


P,, 1). und bei jedem die Eins über- 


| 


Nach diesen Vorbereitungen werde der Reihenausdruck von ®, mil 


0—1 | 
log—=-—— . der Reihenausdruck von «, mil —— 
Ö +1 OÖ” | 


V 


multiplieirt; hierbei seien die 
Reihen nach den cosinus der Vielfachen des Winkels (g—yg') geordnet, und 
die Werthe von o und 0’ um eine endliche Gröfse von der Einheit ver- 


schieden. Convergirt jelzt o, gegen die Einheit. während o und © sich nicht 


i a—1 . P,.m(0,) en 
ändern. so verschwinden in v,log - 74 durch den Factor rg: alle Glie- 
- 9,7 u 
ne vr. . . | q P ‚n (6 ] 
der. in denen m >60 ist. und in U. durch den Faclor Er alle 
6, a ) ‚m\06 ) 


Glieder, in denen m >1 ist, und es bleiben die folgenden einfachen Reihen: 


4 
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lim. | © „log 2] 


® N 
? _ (6 | \ A ! f \ f ! 
F3 4 (2n 1) VO, u\0) (,.(0 ) PP. (u) P,.(u )s 


1 
69. | i 
(69.) lim. |«. sl 
1 (2n- 1) P,.(1) 0,,(0) Q, „(e)P n.0 (42) ‚P,.(u') 


— Ms 


+84 (2041), 0,.(0) O,.(0) P,. (u) P,.(w)eos(p— p). 


da 








. P.o ) —n . FR 1 ’ 
lim. | | 2 09° a — —1. lim. Eee), ; | = —4P,,(1), 
Int) "anri d.N ie Sie 


ee h. |= + P,.(1) 


0,..1(6) —1 





ist, und P,,(1) den Werth Eee; hat. Um die Reihen in (69.) durch be- 





<bn.ı 
stimmte Integrale zu summiren, können aus der Gleichung (15.) die rg 
Formeln abgeleitet werden. Seizt man o—=1, so kommt, weil P,,1)=1. 
und für m > 1 der Werth P, „(1) =0 ist, 
. 1 En nr 
(70.) —— — — = (2n+1)Q,,()P,.(uw)P,o(w); 





ey1—o"— u’— u’ +20'uu' 


und die Differentiation der Gleichung (15.) nach © giebt 








6 m 
o— ou u— ——— Yl—u’] 1— u? } 1— 0 cos(y — Y') 
y1— 0” 
ey N: 
ö . .- 
v ) di n,m (0) / j') Be f ' 
= —S23 > (2n - — E )2E8. . = QO,m(0 \ ) P, pP” (u) P m( ) cos am ( p —(p ) 


Läfst man hier o an die Einheit heranrücken, so wird N von dem Winkel 
p-—-g') unabhängig, und das diesen Winkel nicht enthaltende Aggregat von 
Gliedern auf der rechten Seite muls dem entsprechenden auf der linken Seite 


gleich sein. Es ist aber 
d P..m(0) 

do 
und deshalb giebt die Multiplication der ursprünglichen Gleichung mit (1—0°) 
und die darauf erfolgende Annäherung von o an die Einheit die Gleichheit der- 
jenigen Glieder, welche auf beiden Seiten in cos(p—g') multiplieirt sind, 


sm—I d” P, „(0) u; „2\4m a” 2 P,.o (0) 
Ö )? 


— | u 


= — mo(1— 0 2) dom ee % dor+! 9 
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während alle übrigen verschwinden. Hierdurch entstehen die beiden Relationen 











1— o’uw! E. | 
| an (6 R 
| A 12 2 120! an? — =a(en I)P,. Q,0(0 P,.(u Pole). 
ei u he o uu)? PR 
(71.) ( ne = u — . 
1 — o"yl— u’yi— u’ Re FREE 
ee a Fran +1)8,1 0.100) Pu) Pula) 
e(1— oO "— u —u +0 uu)? Er 


in deren zweiter für P,.,(1) wieder der Werth 57 oeschrieben ist: auch 
; Inf 


wird dieselbe aus der Gleichung (39.) durch die Annahme »n I erhalten. 
r 1 ” n 1 a > “ > Yu.p 

Da — bei dem verlängerten Rotationsellipsoid nach $. 2 eine reelle Gröfse 
! 

ist. so ist es passend 


eisen E% u 5 u n 
2 ? Be 0 u’—+u 2o'uu l 
yil— Oo — wW— u"-+?2ouu = Te nd 





! 


zu selzen. und die reelle Quadratwurzel rechts als positiv zu betrachten: 








Vo'* —] 


ebenso kann man y1— 0’ — schreiben. Demgemäfs gehen die Glei- 











l 
chungen (70.) und (71.) in die folgenden über: 
| 1 R | 
a Sa = Nemnäniemee> — A P: \ 2n 1, | 0,,(0 P_‚(n A u ’ 
Vo+u’+ u’ — R2o'uu 1 7 | 
REN o'uu — 1 fe / 
(72)  ———— = >1(2r-+1)P,(1) Q.(f) Pu) Po(u). 
("+ u’+ WW? — 2o'uu' —1)? | | 
vor —i1yi— ui — u" AR FRERR 
en = 24(2041)5,,0,1(0) P.ı(w)P,.ı(a') 
(+ u’ + u ’— 20’uu'— 1)? 


Durch doppelte Anwendung der ersten, durch Verbindung der ersten und 


zweiten, und durch doppelte Anwendung der dritten Relation erhält man, ver- 


möge der bekannten Gleichungen 


”+1 * +1 
—r “EHE > 3 ie en un 
I a) P.n(®)( = O | I n.m\& i „.m\%) 00 — 3,107 


— 
diese Darstellung der Reihen in (69.) durch elliptische Integrale: 


: E” 
lim. | ».log BET 


0, —1- 


— 








i / Hl tel; 
c (e? — 2ova+0?+ u’ — 1)? (a — 2o'ua+o"+u"— 1): 
en 














7 lim |: = 
(13.) way, 
i 1 (1 — o’u'e) O« 
9p 2 urn Zr 6 0 ee a an 
2 (a — 2onat+0?’+u? — 1)? (a — 2o'Wa+ 0 +u—1)? 
N fi +1 Vo’— 1 fin" ' o0?—1} 1- u? (4 a’)oa cos (y g' 
— — . — - — Cc0S (y—Q ). 
Js (a — 2oua+0o’+u?—1)? (a — 2o'Wat ot u -1)? 


7 ”* 








52 Lipschitz, uber Vertheilung der Electricität. 





und es tritt zwischen den beiden Grenzausdrücken der Unterschied hervor, dafs 
der erstere von den Winkeln g und y’ ganz unabhängig wird, der zweite aber 
für ven um die Rotationsaxe des Ellipsoids symmetrisch liegenden Kreis die 
Form «--dbcos(p—y') annimmt, wo a und 5 von den Winkeln unabhängige 
Gröfsen bösen In Betreff der Integrale sieht man ferner, dafs die in der 
zweiten Gleichung vorkommenden aus dem Integral der ersten Gleichung durch 
partielle Differentiation nach den Gröfsen o, u, 0’, w gebildet werden können. 
Eine Substitution, vermöge deren dieses Integral in die canonische Form übergeht, 
hat Herr Luchterhand in dem 17" Bande dieses Journals p. 218 angegeben: 





ee, In: 
2ER w . De we . f ee 3 ur ug & ah 
* 7 zer BE RE ar ER EN. 3 
er RER TEEN WE 52 2 


seizt man 
(ou - ou) + (yo—1yl1— u” — yo —1y1— u?) 





| 


Ari 
N®, 
N®, 





| 


(dw — ou)’ + (yo?—1 y ea + - y®—1y1— u?) 
; No 
“= Te 
so folgt aus der Gleichung 
Ihr _ Vo—ı1YI— a’ [le —o'W + an 
1-+-hr yo?—1 Yl— u” [(@e— ou)’ + (0? — — u’)] 
die gesuchte Umformung des Integrals 














0a 


(14.) *: (ke — ou)’ +(0*— 1) (1— u?) |(@ — I W +1) — ur) 


il 
er or er Ox 
Bi; Yd—a)—Rrr) ” 


2_ı 











bei der die Grenzen x, und z_, so zu bilden sind. dafs die stetige Bewegung 
der Variabeln «& und x Ps unterbrochen wird. Eine wesentliche Verein- 
fachung wird hier hervorgebracht, wenn man das Integral rechts, zwischen 
den Grenzen O0 und z,,, und dasselbe Integral, zwischen den Grenzen O und 
xc_, genommen, respeclive gleich der Summe nnd der Differenz von zwei In- 
tegralen setzt, bei denen die Funclion dieselbe ist und die unteren Grenzen 
Null sind. die oberen Grenzen aber nach den Additionsformeln der elliptischen 
Integrale gefunden werden können. Mit Hülfe dieser Betrachtung geht die 


rechte Seite von (74.) in den Ausdruck 
vn”) 


2 ® ag | OX 
vN®, YVA—ar) (1 herr) ’ 


oder in den Ausdruck 


mol - yı— = h’ı 4 A—x — a) 


y®) 


ee 


4 
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über, je nachdem die Größse ya —1yo"—1— yl—wyl—u'” gröfser oder 
kleiner als die Null ist. Da nun 








Iı\ 9 


N® — (00 —uu) — (yr—1 (—1— ' 1 yi BER). 


ist, so darf man statt beider Ausdrücke den einen schreiben: 











I 1— u? I?! \ 
TR g), 


arg. cos am : 
” . oo'—uu' 


2 
YN® 
wo das Argument nach Jacobis Bezeichnung zwischen O und 2X zu wählen 
ist. Mithin bekommt die erste der Gleichungen (73.) die Gestalt 
9; u Mu en 
| —_— IN arg. cosam ( Ali. an PITP, k). 
Die angewandte Transformation gilt übrigens nicht für den besondern Fall, 
dafs 0—= 0, u= u!’ ist: die Integrale in (73.) gehen dann in algebraische 
und Kreisfunctionen über, welche jedoch vollständig anzugeben nicht beloh- 
nend schien. Zum Schlusse mag noch die Bemerkung einen Platz finden, dafs, 
wenn man bei der von Herrn Neumann theoretisch behandelten Magnetisirung 
eines Rotationsellipsoids als Sitz der inducirenden Kraft einen Magnetpol im 
Punkte (0’, «', g') annimmt, das Potential der Wirkung des magnetisirten Kör- 
pers auf einen äulsern Punkt (o, u,g@) die Anwendung derselben Betrachtungen 
erlaubt, welche in diesem Paragraphen über die Function «, angestellt sind 
und zu der zweiten Gleichung (73.) geführt haben, und dafs das hieraus her- 


vorgehende Resultat ein vollkommen analoges ist. 
Bonn, den 6'“ October 1859. 








(75.) lim.| v. log 











Ueber die Erzeugung geometrischer Curven. 


(Von Herrn Guido Härtenberger zu Feldkirch in Vorarlberg.) 





Der gegenwärtigen Abhandlung, welche die Erzeugung geometrischer 
Curven zum Gegenstande hat, wird die von Jonquieres im ersten Abschnitte 
seines: Essu sur la generation des courbes geometriques et en particulier 
sur celle de la courbe de quatrieme ordre*) auseinandergesetzte einleitende 
Theorie zu Grunde gelegt. 

Die Erzeugung geometrischer Curven mittelst zweier projeclivischen 
Büschel (Schaaren) verlangt eine Auflösung folgenden Fundamentalproblems. 
weiches Jonguieres also ausspricht: Ktant donnes autant de points qu’ıl 
en faut pour determiner une courbe de Vordre m (m etant egal an-n'), 
former deux faisceaux anharmoniques, de degres respeclifs n et n', qui 
engendrent cette courbe. 


$. 1. 
Auflösung des Fundamentalproblems für den Fall, wenn » =1, "= m-—1 ist. » 


Wir beschäftigen uns vor der Hand mit der Auflösung des Fundamental- 
problems, wenn n—1, n"—=m-—1 genommen wird, d. h. mit der Erzeugung 
einer durch 42 (m--3) Punkte bestimmten Curve =” Ordnung M mittelst der 
Durchschnitte der correspondirenden Elemente eines Strahlenbüschels P und 
einer Schaar 8 von Curven (m —1)'" Ordnung. 

Man setze Kürze halber 4ın(m —1)=p, und seien: 


6, 9 B; Ay, Ar, Ay, Az, 2. Aom-ı 
die gegebenen 4m (m--3) Punkte der Curve M. Werden 
b.» b;. b;. ...0 b 


als die bekannten Punkte der Basis der Curvenschaar 8 und «a, als Centrum 


p 


des Strahlenbüschels / genommen, so besteht unsere Aufgabe darin, ein 

System von m—2 Punkten &,, 2,, ... &„_, der Art zu bestimmen, dafs die 

beiden Büschel: | 
A,[@, 2425 Ayy 2. Aum-ı), 


(b,b2b,...6,2, 02... Em.) [E15 @25 sy... Am-ı] 





*) Extrait du tome XVI des memoires presenies par divers savants a l’academie des 
sciences. 





® 
t: 
3 

e 
> 

H: 

Kar 
r iA 

x 
je 
1.1 
EN 
ca 
* 
vi 
S 




















RE GE 











Härtenberger, über die Erzeugung geometrischer Gurven. 55 


projectivisch werden. Eigentlich wird man ein System von (m—1)'—p Punkten 
\ter 


Lıs Lay >. Lemon: bestimmen, da die 2m —1 Curven (m —1)'" Ordnung 
der Schaar S, welche durch die } [(m—1)(m-+ 2) —2] Punkte 


b,. D, u zZ Ri; is Us oo... > 


gehen, auch noch [m (m—5)+6] Punkte x,_ı, Lns Emzıs +: Lmanı-p ge- 
mein haben. 

Das System der Punkte z,, ©, ... "m-ny:—p Ist bestimmt, sobald man 
irgend zwei Curven aus der Schaar S kennt. 

Seien nun A, und A, die beiden beziehungsweise durch «, und «, 
gehenden und den Strahlen «,a, und a,a, des Büschels P correspondirenden 
Curven der Schaar 8. 

Die Curve A, trifft den Strahl «,a, aufser «, noch in jenen m — 2 
Punkten &,, &, &, ... &n-2, Welche die Curve M mit diesem Strahle aulser 
a, und a, gemein hat. Ebenso schneidet die Curve A, den Strahl a,«a, aufser 
a, noch in jenen m—2 Punkten «&,, &, ... «@,_.,, in welchen die Curve M 
diesem Strahle begegnet. Die Curve A, ist also durch die Punkte: 


ee a Be Me Sr ns 
und die Curve A, durch die Punkte: 


P;; b,. oo... b,; d; br) ur b) Oo by) ...% Om? 


vollkommen und unzweideutig bestimmt. 

Die Aufgabe, das System der (m—1)’—p Punkte &,, 2, ... Eiun-:-, 
der obigen Bedingung gemäfs zu bestimmen, läfst daher eine einzige Lösung zu. 

Ist man nun im Stande, von den beiden Curven A, und A, noch so viel 
Elemente zu construiren, als zur Bestimmung derselben noch nothwendig sind. 
nämlich a —2 Elemente von der Curve A, und eben so viele von der Curve 
A,, so ist unsere Aufgabe gelöst. Als die noch unbekannten zu bestimmen- 
den 2(m—2) Elemente der Curven A, und A, betrachten wir die Tangenten 
dieser Curven an den m—2 Punkten: 

Wr °P Ve RE 

Bezeichnet man den Inbegriff der (m—1)? Durchschnittspunkte der Curven 4, 
und A, mit B, so werden die Gleichungen, durch welche diese Tangenten 
bestimmt werden, dadurch erhalten, dafs man die 2(m — 2) anharmonischen 
Verhältnisse: 


B [a,,a,,a;,,a;,], B[a,,a,,a;,a,], oo. B [a,, a, , 4;, d.n-ı) 
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heziehungsweise gleich setzt den anharmonischen Verhältnissen: 


a,|qd,. 42, G;. a,|, - @ [@,, @2, @;3, 4; |» „ae De a,|a, „ad,,.d;, Ugm—ı)- 


Die Gleichungen, welche man dadurch zur Bestimmung jener Tangenten er- 
hält, sind linear, indem jede der beiden Curven A, und A, an irgend einem 
der Punkte d,. b,. b;, ... b„_, eine einzige bestimmte Tangente hat. 


J m— 


Wir suchen jetzt die Tangenten der Curven A, und A, an den Punk- 
ten b,. b5,, ®,, ... b„_, zu construiren. 


m 


Sei <m-—2 und man denke sich durch jeden der Punkte ‚ 
zwei beliebige Gerade gezogen, welche beziehungsweise: 


bt, bir; btr, tz; b5,tı, bh... db, db," 


gel 


heifsen sollen. 


Da wir in Zukunft gewisse Curvenpaare der Art betrachten wer- 
den. dafs jedesmal die eine Curve eines solchen Paares durch die Punkte 


a,, Di, De, ... d, geht und an den Punkten d,, b,, d,, ... d,_, von den 


Geraden b,t,, 4. bt’, ... b, ‚7?”' berührt wird, während die .andere 


Curve dieses Paares durch die Punkte @, d,. db,. ... d, geht und an den 


p 
Punkten Mi, BL. ®. ... b von den (seraden b, R, b, Rn bt}, u... db," 


berührt wird, so wollen wir den Inbegriff der 4 [(m—1)'+1n+2q—1] Elemente. 


nämlich der p+1 Punkte a,, d,, ®&, ... d, und der 9—1 Tangenten 


btı. bit. b;l,, ... b,_,f7" kurz mit J, bezeichnen; ebenso sei J, der In- 


begriff der [Ga —1)'—- m-+2g—1] anderen Elemente, nämlich der p-+1 


gl 


Punkte &, d,, d,. ... d, und der —1 Tangenten 


bilz, byt,, b; 2 ... b,1 7". 


Seien nun Ü, und Ü, zwei beziehungsweise durch die Elemente J, und J,; 
bestimmte und am Punkte 6, von den beliebig angenommenen Geraden b,t! 
und d,£ berührte Curven (m —1)'" Ordnung, deren Tangenten an den Punk- 
ten Duyın Bazan Days, 6. B ferner dadurch bestimmt sind, dafs, wenn B, 


m—? 


den Inbegriff der (m —1)’ Durchschnittspunkte der Curven U, und U, be- 





zeichnet, die 2(n —g—2) anharmonischen Verhältnisse: 
B .[a,,a,, a;, a, B.la.@,4,4]l, ... B la,. @,,4;. Aym-g)=1] 


beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen : 


A,|41.4:,43,0,), Ay, 2,3,» dla, 2, 5, Axm-g-1)- 








1, 
} 
| 
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Seien ferner Z, und Z, zwei ebenfalls beziehungsweise durch die Elemente 
J, und J, bestimmte Curven (2 —1)'" Ordnung, deren Tangenten an den 


Punkten b,, dyrı> Dur2s - » » Om ferner dadurch bestimmt sind, dafs die 
2(m—g—1) anharmonischen Verhältnisse: 
B.[a,a,a,a), B.[a,@,a,4], ... B.la,@,4,4m-y+ı] 
beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 
GG, &, 0, 5 vl, nl, - - - a,[@ı, 4, Gy, Grm )+1J> 
wo B. den Inbegriff der (2 —1)’ Durchschnittspunkte der Curven Z, und 
Z, bezeichnet. 

Es werde jetzt vorausgeseizt,. dafs man die Tangenten der Curven Ü, 
und U, an den Punkten b,,1> ®,42» ».. dm, zu construiren wisse. 

Der Zweck der folgenden Untersuchungen, um denselben vorläufig vor 
Augen zu haben, ist nun zu zeigen, wie die Tangenten der Curven Z, und 
Z, an den Punkten 5,, 5,415 » - - d„_. eonstruirt werden können, wenn die 
Tangenten der Curven U, und U, an den Punkten b,,1, Dy42» -»-: dm. be- 
kannt sind. 


Ableitung der Curven Z, und Z, aus den Curven Ü, und U,. 


Die Tangenten der Curve U, an den Punkten d,, b,,1, --- d„_. treffen 
eine willkürlich angenommene feste Gerade L, beziehungsweise in den Punkten 


( g+1 g+2 _? 7 . . r 7 7 
NUT, ... 4. Ebenso schneiden die Tangenten der Curve Ü, an 


den Punkten 5,, b..,. ... d,_, eine zweite feste Gerade Z, beziehungsweise 
7? ]+19 m—?2 = 


. ( g—1 —?) 
in den Punkten &, ZW, ... 1, 
g+1 ir! 2 


Man ziehe die Verbindungslinien ZW, WW, ... 4%, welche 
wir im Gegensatze zu den Tangentenpaaren: 
b,tı, b,tz; ul“, ul; .. Buche bu-ıla 
Secanten heifsen und kurz mit: 
Ws: Warn Bars Um. 
bezeichnen wollen. 

Lassen wir jetzt die Curven U, und U, sich dadurch ändern, dafs die 
den Tangenten dieser Curven am Punkte d, zugehörige Secante w, nachein- 
ander verschiedene Lagen «,, u;, @,, ... «, einnimmt, während die übrigen 
Bestimmungen dieselben bieiben. Irgend einer Secante «;, entspricht ein ge- 
wisses Curvenpaar Ü/, Uy. Man erhält so eine Reihe £, von Curvenpaaren: 


U, U,U,VU;;..: U, U 
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und diesen entsprechend die Secantenreihen: 


U,; U,+ı, U,r2s eh Un_2» 
1 1 1 1 

U,» U,rı, U,+2> u... Un—2 3 
2 2 2 2 

u, ’ U,+ı 9 U +2 ’ a Unm—.2 ’ 
n n n n 

uU, 2 U,rı iv) U,+2 ’, we’. Un. . 


Da die Aufgabe die Curven U, und Ü, den obigen Bedingungen gemäfs zu 
bestimmen natürlich nur eine einzige Lösung zuläfst, so entspricht ergend einer 
Secante u, eine einzige Secanle %,,,, eine einzige Secante %,,., U. S. W. 
Würde man ferner eine der Secanten %,415 Uy42s ++. Un_2, Z. B. die Secante 
U,;', Willkürlich angenommen, die übrigen Secanten %,, U,,2, ... U, da- 
gegen den nämlichen Bedingungen gemäfs bestimmt haben, wie die Secanten 
Uyrın Uy425 +++ Um. bestimmt worden sind, so würde man natürlich wieder 
eine einzige Secante w,, eine einzige Secante U,,., u. Ss. w. gefunden haben. 
Es entspricht also auch umgekehrt irgend einer der Secanten 


eine einzige Secante u,. 
Irgend zwei der Secantenreihen: 


1 2 Pn 
uU, P/ uU, P) u, P) u A U, 2 
u u" u’ u” 
g+19 g+19 g+19 AM g+1> 
1 2 
Un—2 9, Um: 3 Un: by) a Er uN,_> 


sind daher kraft des Princips der anharmonischen Correspondenz zwei pro- 
jectivische Systeme. Wählt man also die Secanien %,, %,, U,, ... U, SO, 
dafs dieselben alle durch irgend einen festen Punkt f, hindurchgehen, so wer- 
den auch die Secanten der übrigen Reihen durch feste Punkte hindurchgehen, 


welche wir beziehungsweise mit fy+ı> fy+2> --- fm. bezeichnen wollen. Man 
erhält so »—g—1 untereinander projectivische Strahlenbüschel, deren Centra 


die Punkte f,, fyrıs --» /m-2 Sind, und welche wir kurzweg mit 


f,> [a+1> lo+2> ..o Im_: 


bezeichnen wollen. 
Seien nun V, und V, zwei beziehungsweise durch die Elemente J, 


und J, bestimmte und am Punkte d, ebenfalls von den Geraden d,t/ und 
b,t; berührte Curven (m—1) Ordnung, deren Tangenten an den Punkten 
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byrıs Öa42r ».- dm. ferner dadurch bestimmt sind, dafs, wenn B, den In- 
begriff der (m —1)‘ Durchschniitspunkte der Curven V, und V, bezeichnet, 
die 2(m—g—2) anharmonischen Verhältnisse: 

B, |a,,.,a,a,], B,[a,,a,,4,4;], ... B,[a,, @, 4, 4,.._..2]» B ‚[a, ‚a, 43,4; (m-g)| 
beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 

4,[@1,42, 4,4;,), [42,035], ... a,[@, @, 43, 4x n_-2); 4, [15 42, Ay, Ay m- g))- 
Da die Curven VW, und V, durch ganz ähnliche Bedingungen bestimmt sind. 
wie die Curven U, und Ü,, so gilt auch hier die Voraussetzung, dafs man 
die Tangenten der Curven V, und V, an den Punkten b,,1, Byyzs +». Ou-a 
zu consitruiren wisse. dals also diese Tangenten bekannt sind. Seien 


®„m_. die den Tangenten der Curven Y, und V, an den Punk- 


Ü,+1% U +29 rei 
b„_. zugehörigen Secanten. welche zu den Curven F, 


ten Do413 Daraı ++» 
und V, in derselben Beziehuug stehen, wie die Secanten %,,1, Myzas »-- U, 
zu den Curven U, und U,. 

Man lasse jetzt die Curven V, und V, auf gleiche Weise sich ändern. 
wie die Curven Ü, und Ü,, nämlich dadurch, dafs sich die den Tangenten 
der Curven V, und V, am Punkte 5, zugehörige Secante «, beständig 
um den festen Punkt f, dreht. Es werden sich dann auch die Secanten 
Vorıs Curry ++ Om? um feste Punkte drehen, welche beziehungsweise 
Ga+r12 Iq+23 *** Im-. beilsen sollen. Man erhält so wieder n—g—1 unterein- 
ander projeclivische Strahlenbüschel, deren Centra die Punkte f,, 9,415 +: 4u_. 
sind und welche wir kurz mit 


% fa» Ico+1» Iy+2» a Im—2 
bezeichnen wollen. 


Irgend einer durch f, gehenden Secante «, entspricht ein gewisses 

Curvenpaar V/', V;'; man erhält so eine Reihe #, von Curvenpaaren: 
SELL ni >»: » Win We 

Seien jetzt W, und W, zwei beziehungsweise durch die Elemente J, und J,; 
bestimmte Curven (m—1)'" Ordnung, deren 2(m—g—1) Tangenten an den 
Punkten d,, 6,41» -.. d„_2 durch folgende 2(m —y—1) Bedingungen be- 
stimmt werden: 

1) dafs die 2(m —g) — 3 anharmonischen Verhältnisse: 


B.[a.@,0,a], B,[la.@,a,4a] ... B,.la,@,4;,4m-,)] 
beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 


a,|a, 5 d;. U;. a,]. a,|[«, „Ass A; , a; ]. 0.0. A,|4,, d;, d; x Ayxn-g))» 
- * 
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wo B, den Inbegriff der (m—1)’ Durchschnittspunkte der Curven W, und 
W;, bezeichnet; 

2) dafs die den Tangenten der Curven W, und W, am Punkte d, 
zugehörige Secante w, durch den festen Punkt f, geht. 

Das Curvenpaar W;, WW, gehört nun, wie man leicht sieht, sowohl 
in die Reihe R, als auch in die Reihe R,. Sind also w,,1, Wyyas ++. Wanna 
die den Tangenten der Curven #7, und W, an den Punkten 

Be Mas a 
zugehörigen Secanten, so gehen diese beziehungsweise sowohl durch die Punkte 
farı» for25 > /m-? als auch durch die Punkte 9,41 Yarz> +++ Im-2: 

Die Secanten w,;15 Wy42s -- + %„-. fallen also mit den Verbindungs- 
linien fy+1ı94+1> [4+249425 *** /m-2 9m. Zusammen. 

Construirt man also den dem Strahle f,;1ı9,;, des Büschels f,;, cor- 
respondirenden Strahl des Büschels /,, so ist dieser Strahl die den Tangenten 
der Curven W, und W; am Punkte d, zugehörige Secante w,. 

Da nun die Aufgabe, die beiden Curven W,;, und W, den obigen Be- 
dingungen gemäfs zu bestimmen, eine einzege Lösung zuläfst und also von 
dem ganz beliebig angenommenen Punkte f, eine einzige Secante der Art 
gezogen werden kann, dafs die dieser Secante zugehörigen Curven W, und 
WW, den obigen Bedingungen genügen, so folgt, dafs die Secante w, jederzeit 
durch einen festen unveränderlichen Punkt O geht, was auch der Punkt f, 
für eine Lage hat. Den Punkt © erhält man dadurch, dafs man /, eine 
zweite beliebige Lage f, einnehmen läfst und die diesem Punkte f, ent- 
sprechende Secante w, econstruirt. Die beiden Secanten w, und w, schneiden 
sich im Punkte ©. 

Die Bedeutung und Eigenschaft des Punktes © ist folgende: 

Zieht man durch © irgend eine Secante &, und sind Ä\, und Ä, zwei 
beziehungsweise durch die Elemente J, und J, bestimmte und am Punkte 5, 
von den der Secante «©, zugehörigen Tangenten berührte Curven (m —1)'” 
Ordnung, deren Tangenten an den Punkten d,,1, Ög425 - +» Om. dadurch be- 
stimmt sind, dafs, wenn B, den Inbegriff der (m —1)’ Durchschnittspunkte 
der Curven A, und X, bezeichnet, die 2(m —g—2) anharmonischen Ver- 
hältnisse: 

B.[a,,a,,a,a]l, B,.la,@,0,4]l ... B,[a,, a., a;, d; (m-g)—ı] 
beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 
A,[@, 42, 4,4], Ayla y la, zz], +: Ay[dıy Ar, Gy, Aymyyı > 
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so ist auch das anharmonische Verhältnifs: 
B, [a,, 4, 4;, Axm-g)) 
gleich dem anharmonischen Verhältnisse: 
4, [a, „4; „d4;, Uxm-g))- 


Man lasse jetzt die beiden Curven X, und X, sich dadurch ändern, dafs die 
Secante x, sich beständig um den Punkt © dreht; irgend einer durch © 
gehenden Secante x, entspricht ein gewisses Curvenpaar Ay, AT. 

Man erhält so eine Reihe #£, von Curvenpaaren: 


A, A,; me 5: 


und ihnen entsprechend die Secantenreibe: 


un 


‚1 Pe. 
2. In I +... 8. 
Irgend ein Curvenpaar Ay, AY der Reihe A, hat die Eigenschaft, dafs, 
wenn man den Inbegriff der („—1)” Durchschnittspunkte der Curven A, und 
Ay mit B% bezeichnet, die 2(m—g)—3 anharmonischen Verhältnisse: 
B'|a, ,a.. a,, a;], B\[a,, 4,4,4), ... Bla,@,@, Urxm-o)) 
beziehungsweise gleich sind den anharmonischen Verhältnissen : 
4,[&15 4, 4,0, |, ,G45 |, ..: A|, , G; , Gym). 
Sei A, eine Reihe von Curvenpaaren: 
Yv Fr, Pa, 7 » 
Y,.. Y;; 1 Er 0“ Y:; Y7,, 
welche eine ähnliche Bedeutung und Eigenschaft haben, wie jene der Reihe 
R,, nämlich diese, dafs, wenn 2! den Inbegriff der (m—1)” Durchschnitts- 
punkte der Curven Y7' und Y. bezeichnet, die (m —g)—3 anharmonischen 
Verhältnisse: 
B’[a,, da, d;,4;], B![a. d,, d;, A;], .. B\[a,, Ad,, 43, Ayxm-9-ıJ; D\[a,,@, Ay, bym-g)+1J 
beziehungsweise gleich sind den anharmonischen Verhältnissen: 


a, [4,5 6, 43,Q,], a, [@1, @, 4,45], - . Gy [&1, 2, 4; dp my la An[@ı5 ar Az, Aymgyrıl- 


Die den Curvenpaaren der Reihe A, entsprechenden Secanten seien: 


Yo Ya Ya + 9 
Diese Secanten laufen ebenfalls alle in einem Punkte 0’ zusammen, welcher 
zur Reihe A, in derselben Beziehung steht, wie der Punkt O zur Reihe R, 
und auch durch dieselben Prozesse construirt wird, wie der Punkt ©. Man 
sieht nun auf der Stelle, dafs das Curvenpaar Z,, Z,, um dessen Bestimmung 
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ın 


es sich handelt, sowohl der Reihe A, als auch der Reihe R, angehört. Ebenso 
sehört die den Tangenten der Gurven Z, und Z, am Punkte 5, zugehörige 


Secante 2, sowohl in dje Reihe x,, #,, &,, ... %), als auch in die Reihe 


l n 


q> Yg> Yu; ne Yy- 
Die Secante x, geht also sowohl durch den Punkt O als auch durch 


den Punkt @'. 

Trifft nun die Verbindungslinie WO’ die Gerade Z, im Punkte o,. die 
Gerade L, im Punkte o,, so ist 5,0, die Tangente der Curve Z, am 
Punkte Ö, und b,0, die Tangente der Curve 7, an diesem Punkte. 

Durch dieselben Prozesse können die Tangenten der Curven Z, und 
7, an den Punkten Dur; Do423 ... d„_. eonstruirt werden. Die Curven Z, 
und Z, sind also durch eine genügende Anzahl von Elementen bestimmt. 

So wie nun aus den Curven Ü, und Ü, die Curven Z, und Z, ab- 
veleitet worden sind, so können durch dieselben Vorgänge aus den Curven 
Z, und Z, zwei Curven EC, und ©, abgeleitet werden, welche zu den Cur- 
ven Z, und Z, in derselben Beziehung stehen, wie diese zu U, und U,. 
Aus Ü, und ©, kann man wieder zwei Curven D, und D, ableiten, die sich 
zu C, und ©, ebenso verhalten, wie die Curven C, und ©, zu Z, und Z.. 

Man sieht wie man so weiter gehen und schliefslich auf zwei Curven 


y 


kommen kann, welche beziehungsweise durch die Punkte a, b,, b,,b;,... b, 
und a, 5,» b5, d5, ... 6, gehen und deren Tangenten an den Punkten 
Be b„_, dadurch bestimmt sind, dafs, wenn 3 den Inbegriff der 


x 4 Bu „EZ. m—2 


m —1)’ Durchschnitispunkte dieser zwei Curven bezeichnet, die 2 (m — 2) 


anharmonischen Verhältnisse: 
beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 
Die so bestimmten Curven sind aber offenbar nichts anderes als die beiden 


Curven A, und 4, der Schaar S, welche den Strahlen «,a4, und «@,@ des 


Büschels P correspondiren. 
Sind aber die beiden Curven A, und A, bestimmt, dann ist das Fun- 


damentalproblem gelöst. 
Es handelt sich also jetzt nur noch darum, für irgend einen Werth 
von g, der kleiner ist als m» —2, die Tangenten der Curven U, und U, an 


den Punkten d,,1. Darzs +. Om. Zu conslruiren. 
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Wir lösen jetzt diese Aufgabe für den Fall, wo g=m-—> zenom- 


men wird. 


Bestimmung der Curven U, und U, für den Fall, wog = m—3 ist. 

Die*Curve U, geht durch die Punkte a,, d,, d,, ... d, und wird an 
den Punkten 5,, 5, ... d„-; von den beliebig angenommenen Geraden 
b,ti, b,t,, b;t,, ... d,_;36 — berührt; die Curve U, geht durch die Punkte 
Ay, di, d3, ... 5, und wird an den Punkten d,, d,, b;, ... d„_; von den 
beliebig angenommenen Geraden b,t!, b,t}. b;t,, d„._3%”” berührt. 

Man bezeichne den Inbegriff der m--»—2 Elemente, nämlich der p--1 
Punkte a,, d,, b,,... d, und der m—3 Tangenten b,t!, b,t;, b;t}, ... db, 
kurz mit E,; ebenso sei E, der Inbegriff der a -+p— 2 anderen Elemente, 
nämlich der »-+1 Punkte a, d,, b,, b;, ... d, und der m —3 Tangenten 
KERN. a 

Die Tangenten der Curven U, und Ü, am Punkte Ö,_, sind dadurch 
bestimmi, dafs, wenn 3, den Inbegriff der (n—1)' Durchschnittspunkte der 
Curven U, und Ü, bezeichnet, die zwei anharmonischen Verhältnisse : 


B, la, „d,,d;, a,) \ B, la, „dr, ldz, 4; | 
beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen : 
a,[a,.@.,4,,a,|,  a,[a,@,4;.4;]. 
Unsere Aufgabe ist, die so bestimmten Tangenten zu construiren. 
Man ziehe durch den Punkt d„_, zwei beliebige Gerade b,„_,t, und 
Bl. 
Seien nun A, und A, zwei beziehungsweise durch die Elemente #, 
und E, bestimmte und am Punkte 5,_, von den Geraden d,_,t, und b,_% 
berührte Curven (m—1)'" Ordnung. Die Durchschnittspunkte der Curven X, 
und X, bestimmen mit den beiden Punkten a, und a, beziehungsweise die 
beiden Curven (m—1)' Ordnung A, und A,. Die Tangenten dieser beiden 
Curven am Punkte d,_, seien beziehungsweise: b„_,t, und b,_»t;. 
Die vier Tangenten d,_,t,, d,_.&, du-.l;, d„_,2t; der Curven A,, U. 
U;, UA, am Punkte 5,„_, schneiden eine beliebig angenommene Gerade @ be- 
ziehungsweise in den vier Punkten 9ı, 42, I5, Ya- 
Man lasse nun, während die Curve Q,, mithin auch der Punkt y, fest 
bleibt, die Curve A, sich dadurch ändern, dafs die Tangente der Curve N, 
am Punkte 5,_, verschiedene Richtungen und mithin der Punkt g, nach ein- 
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ander verschiedene Lagen 9, 9. ... 9 einnimmt. Es werden sich dann 
auch die Curven A, und A, und ihnen entsprechend die Lagen der Punkte 
4, und g, ändern. 
Man erhält so drei Reihen von Curven: 
Q,, U, U; ; a 28 . 
Y%, % U, -..%, 


und ihnen entsprechend die drei Punktreihen: 


I 9% In: B 

I3» I» I» a 9» 

Jıs Is Is re /7 
Werden die Orte der Punkte y., 9;, 9, auf @ durch ihre Entfernungen vom 
Punkte Y, bestimmt und seizt man Kürze halber p—h, 9 —d,;, 
Yı9: = d,, so behaupte ich, dafs die wechselseilige Abhängigkeit der Entfer- 
nungen der Punkte 9, 93, 9, von g, durch folgende zwei Gleichungen cha- 
raclerisirt wird: 





(1.) d,d,;+- ad,-- Pd, = 0, 

(U) dd, + ed, Pd, = O0. 
Behuls des Beweises dieser Behauptung mufs folgender Hülfssatz vorausge- 
schickt werden: 


Ist A, eine Curve n‘“ Ordnung, welche durch ein System > von 
4 (n’-+n) gegebenen Punkten p,, P2, P3> »-- Pırn:+m geht, ferner noch 
dadurch bestimmt ist, dafs sie an den a—1 Punkten 9,» Pa» Ps» --: Paı 
von gegebenen Geraden berührt wird und durch irgend einen Punkt P, 
geht, so kann durch jenes System = und durch irgend einen Punkt P, 
eine einzige am Punkte p,_, von einer gegebenen Geraden berührte 
‚urve AR, der Art gelegt werden, dafs die durch die Durchschnittspunkte 
der Curven &, und A, und den beliebigen Punkt P, gelegte Curve R, 
an den Punkten P,, P2> --. P„_. von gegebenen Geraden berührt wird. 


Um uns nicht länger aufzuhalten, nehmen wir diesen Satz vorläufig als 
bewiesen an; nachträglich geben wir dann einen Beweis desselben. 

Es entspricht nun örgend einem Punkte g, ein einziger Punkt g, und 
ein einziger Punkt y,. Vermöge des eben angeführten Hülfssatzes entspricht 
aber auch umgekehrt irgend einem der Punkte g;. g, ein einziger Punkt g.. 


.. > 
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Daraus folgt nun zunächst, dafs die Abhängigkeit der Lagen der Punkte g,. 
9, 9, durch zwei Gleichungen folgender Form bestimmt wird: 
(1) dd +od-+ Pd -+y = 0, 
(2) dd, +od,+Pd,+y = 0. 
Die Coelfficienten 7 und y’ sind aber, wie leicht gezeigt werden kann, jeder- 
zeit gleich 0. Denn fällt die Tangente der Curve WU, am Punkte d,_, mil 
der Tangente der Curve U, an diesem Punkte zusammen. ist also d;, —0, so 
berühren sich die beiden Curven A, und U, im Punkte 5,_, und folglich ver- 
einigen sich in Ö„_, zwei der Durchschnittspunkte der Curven A, und 4.. 
Die Curven WA, und U,, welche durch diese Durchschnittspunkte hindurchgehen. 
werden also beide von den Curven Q, und U, im Punkte d,_, berührt, folg- 
lich fallen die Tangenten der Curven 4, und A, mit der Tangente der Curve 
A, an diesem Punkte zusammen, d. h. es wird d,—0 und d,—=0. Da also 
für 4=0 auch d,—0 und d,—=0 wird, so müssen die Coefficienten y und 
y gleich O sein. 
Die Gleichungen (1.) und (2.) werden also: 
d,d,— ad,-;- Pd, = 0, 
d,d, + o'd,+ P'd, = 0, 
welches eben die aufgestellten Gleichungen (I.) und (11.) sind. Sucht man 
mittelst dieser Gleichungen das anharmonische Verhältnifs der vier Punkte 
Yıs Ir» 95, 9. als Function von d, auszudrücken, so erhält man eine Glei- 
chung folgender Form: 
(II) Vd-+3V--ud-+v = 0, 
wo V das anharmonische Verbältnifs der vier Punkte g,. 4. 9%, 9, bezeichnet. 
Die Gleichung (Ill.) sagt, dafs irgend einer Lage des Punktes 9,. 
also auch irgend einer Curve Q,, ein einziges anharmonisches Verhältnifs und 
umgekehrt entspricht. Um für irgend einen Werth von d, den zugehörigen 
Werth von V und umgekehrt zu finden, braucht man blofs irgend drei zu- 
sammengehörige Werthe‘ von d, und V zu kennen; diese können aber jeder- 
zeit direct durch Construction gefunden werden. 
Man denke sich jetzt den Punkt g, so bestimmt, dafs das anharmonische 
Verhältnifs V gleich wird dem anharmonischen Verhältnisse 


a,[@, d,,d;, a;| 


und bezeichne den so bestimmten Punkt mit A,. 
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Die dieser Lage des Punktes g, entsprechende der Reihe Q,, %, ... U 
angehörige Curve heifse A und ihre Tangente am Punkte d,_, sei d,_,t7. 

Unter den verschiedenen Methoden, nach welchen der Punkt Ä, con- 
struirt werden kann, dürfte folgende einfach sein: 

Man ziehe durch irgend einen der Punkte «,, @, 4, a,, z. B. durch 
4, drei Strahlen «,a, a,a, a,a” der Art, dafs die drei anharmonischen Ver- 
hältnisse: 

a,|[9, 4, 43, @,], a, [a, @,, a,, a;], a, [a", a;, 4; , a,] 

beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 


bm-2[91» 92» 95» 94.5 Om-2[915 923935 9b Om-2 [913 923 95: 9a). 
Seien nun e, e', e” die Punkte, in welchen die Strahlen «a,a, a,a’, a,a”’ be- 
ziehungsweise von den Tangenten 5,9, 0.292, Om_292 getroffen werden. 

Die fünf Punkte e, €’, e’, b„_., a, bestimmen einen Kegelschnilt 9; 
ebenso bestimmen die fünf Punkte «,, «. &, q,, a, einen zweiten Kegel- 
schnitt C. 

Man construire die Tangente am Punkte a, des Kegelschnittes C, und 
sei e der Punkt, in welchem der Kegelschnitt @ von dieser Tangente ge- 
troffen wird. 

Die Verbindungslinie d,_,c trifft die Gerade @ in dem gesuchten 
Punkte A, und d„_,e ist die verlangte Tangente b,_,17. 

Von der Richtigkeit der Construction überzeugt man sich wohl leicht. 

Man lasse jetzt die Curve W, sich dadurch ändern, dafs der Punkt y, 
auf @ nach einander verschiedene Lagen gı, 91, --- Yı einnimmt und seien 
„ Rr,... A} die entsprechenden Lagen des Punktes K,. 

Irgend einem Punkte g; entspricht eine gewisse Curve W;; man erhält 
so eine Curvenreihe: 

U, U U... MU. 
Es entspricht nun zrgend einem Punkte g, een einziger Punkt K,; würde 
man ferner den Punkt Ä, beliebig angenommen und den Punkt g, derselben 
Bedingung gemäfs bestimmt haben, wie den Punkt K,, so würde man natür- 
lich einen einzigen solchen Punkt g, gefunden haben. Es entspricht also 
auch umgekehrt irgend einem Punkte K, ein einziger Punkt g,. Daraus 
folgt, dafs die beiden Punktreihen: 


Jı> I; Yi; en / 77 


K 1 2 n 
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projectivisch sind und dafs also, während die Tangente d„_,t, sich um b,_- 
dreht und einen Strahlenbüschel s erzeugt, die Tangente d,_,f“ einen mit s 
projectivischen Strahlenbüschel beschreibt. 
Man denke sich jetzt den Punkt y, so bestimmt, dafs das anharmonische 
Verhältnifs V gleich wird dem anharmonischen Verhältnisse: 
A, |, &r, Az, 4;] 


und bezeichne den so bestimmten Punkt mit Z,. Die dieser Lage des Punktes 


g, entsprechende der Reihe U, W, ... U angehörige Curve sei A? und ihre 


Tangente am Punkte d,„_, heifse d„_,2’. Es entspricht wieder irgend einem 
Punkte g, ein einziger Punkt Z, und umgekehrt. 

Nimmt also der Punkt g, nach einander verschiedene Lagen g}. 91. -.. g: 
ein und sind Z3, Li, ... ZZ die entsprechenden Lagen des Punktes Z,. so 
sind die beiden Punktreihen: 


I In In. N 
a As a ie 
projectivisch, und mithin ist auch der Strahlenbüschel. welchen die Tangente 
b„_,1! beschreibt, projectivisch mit dem Büschel s, welcher von der um 5,„_» 
sich drehenden Tangente d,„_,t, erzeugt wird. 
Seien nun w, und %, die beiden Punkte, in welchen die Tangenten 
der Curven U, und Ü, am Punkte d,_, die Gerade @ treffen. Der Punkt «, 


gehört nun, wie man leicht einsieht, sowohl in die Reihe: 


u m... 


als auch in die Reihe: 

L., a 
Dieser Punkt , ist also ein Doppelpunkt der beiden projectivischen Punkt- 
reihen K,, K},... K} und L,, L}, ... L}. Den anderen von w, ver- 
schiedenen Doppelpunkt dieser beiden Reihen findet man durch folgende Be- 
trachtung: 

Unter der Schaar der Curven 4,, WU. WU, ... A; giebt es immer eine, 
die zugleich durch a, geht, und ihre Tangente in b„_, ist Doppelstrahl für 
die beiden projectivischen Strahlenbüschel, welche die Tangenten Ö,„_,f, und 
b„_2t# beschreiben. Das Nämliche gilt für die beiden Strahlenbüschel, welche 
b„_.t, und d,_,t? beschreiben; folglich haben auch die Strahlenbüschel d,,_, 4 
und 5„_,2f in jener Tangente einen Doppelstrahl, welcher die Gerade @ in 


einem Punkte « trifft. Dieser Punkt u ist nun der zweite Doppelpunkt. 
g :% 
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welchen die beiden Reihen 
ne... ee u, .. 
haben. 

Construirt man nun den dem Doppelpunkte «, correspondirenden Punkt 
der Reihe 9,, 41» Yi» --- 9, So ist dieser natürlich der Punkt «,. 

Damit wären also die beiden Punkte «#, und «, und folglich auch die 
Tangenten der Curven U, und U, am Punkte d,_, bestimmt. 

Es handelt sich jetzt nur noch darum, den vorhin aufgestellten Hülfs- 
satz zu beweisen. Dies geschieht aber auf folgende Weise: 

Seien 9,-ılı» Pit, Pn-ıl; die Tangenten der Curven R,, R,, R, 
am Punkte p,_,. Diese Tangenten schneiden auf irgend einer Geraden L 
von einem fixen Punkte O an gerechnet drei Stücke ab, die wir beziehungs- 
weise d,. d,, d, nennen wollen. 

Wird die Tangente p,_.% beliebig angenommen, so ist die Curve R, 
vollkommen bestimmt; es ist dann aber auch die Curve R,, welche durch 
die Durchschniltspunkte von R, und R, geht, und damit auch das Stück d,. 
vollkommen und unzweideutig bestimmit. 

Das Abhängigkeits- Verhältnifs der Stücke d, und d, zu einander kann 
also im Allgemeinen nur durch eine Gleichung folgender Form characterisirt sein: 


[(d:) 7 d,fı (d;) =, 
wo f und f, rationale ganze Funclionen von d, sind. 

Läfst man ferner die Tangente p,_,4 mit der Tangente p,_,t, zu- 
sammenfallen, wird also d,—=d,, so berühren sich die beiden Curven R, 
und AR, im Punkte p,_ı. Die Curve #,. welche durch die Durchschnitts- 
punkte von 4, und A, hindurchgeht, wird also in diesem Falle ebenfalls von 
den Curven R, und AR, im Punkte p,_, berührt; das Stück d, ist also un- 
zweideutig bestimmt, es wird nämlich d,—=d,. 

Die Funclionen f und /, sind also so beschaffen, dafs die Gleichung: 


f(d.)-+ dıfıld) = 0 


in Bezug auf d, linear wird, indem diese Gleichung die einzige Wurzel d,—d, 
hat. Dies ist aber im Allgemeinen nur möglich, wenn f und f, Functionen 
vom ersten Grade sind, und in diesem Falle folgt aus der Gleichung: 


f(d) + d,fi(d) = 0 


unmittelbar die Richtigkeit des aufgestellten Hülfssatzes. 
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Anwendung der allgemeinen Methode auf Curven dritten und vierten Grades. 


I. Construction von Curven dritter Ordnung, welche durch 9 Punkte 
bestimmt sind. 

Die gegebenen 9 Punkte seien: @,, 4%, &, 4, 4, 4, di, b5. b;. 
Man nehme «, als Centrum des Strahlenbüschels P und 5,. b,. b, als be- 
kannte Punkte der Basis der Kegelschnittschaar 8. 

Durch die 4 Punkte a,, d,, d,,. d; lege man eine Schaar von Kegel- 
schnitten: A,, %. W. ... WA. welche am Punkte db, von den beliebige an- 
genommenen Geraden b,t,, Bf, bt, ... d,t berührt werden. 

Seien ferner W,, U, W, drei durch die Punkte @,, b,. b,. b, gehende 
und am Punkte 5, von den beliebig angenommenen Geraden d,%,, b,t,, b,t, 
berührte Kegelschnitte. 

Man construire noch die Kegelschnitte: 





Bla,,a,,a], Bla,,a,,a,)], B"[a,,a,,a, 


“ 
J 


wo B, B’, B” die Durchschnittspunkte beziehungsweise der Kegelschnitte 
A, und U,,. A, und W%, A, und U; bezeichnen. 

Mittelst der drei Tangenten 5,4,, d,t;, d,t., und der ihnen zugehörigen 
anharmonischen Verhältnisse: 

Bla,,a,.,a,,a,. Bla.a,a,a). B"[a.a,«a;,,«,] 
construire man jene Tangente 5,f“, deren zugehöriges anharmonisches Ver- 
hältnils B°[a,, a,. a,, a,] gleich ist jenem des Strahlenbüschels «a,[«,, @. @;, «,]. 
auf folgende Weise: 

Durch den Punkt a, lege man drei Strahlen a,a, a,a, a,a” der Art, 

dafs die drei anharmonischen Verhältnisse: 


beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 
! „ 1 


Die drei Strahlen a,a, a,a’, a,a” treffen die drei Tangenten d,t,, dt, bit, 
beziehungsweise in Punkten e, e’, e”, welche mit 5, und a, einen Kegel- 
schnitt @ bestimmen. Die fünf Punkte «,, @, @, a,. a, bestimmen 
einen zweiten Kegelschnitt ©. Die Tangente am Punkte a, des Kegel- 
schnittes C trifft den Kegelschnitt Q in einem Punkte ec. Verbindet man 
db, mit c, so hat man die verlangte Tangente b,t. 
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Ganz auf dieselbe Weise kann man mittelst der drei Tangenten 
b,t,. bt, b,t,; und der zugehörigen anharmonischen Verhältnisse : 
Bla, ,a,,a;,4;], B' (4. 42, dy, 4;], B" [@,, 42, 43, 45] 
immer jene Tangente d,tf bestimmen, deren zugehöriges anharmonisches Verhält- 
nifs B’[a,. @,4;,a;] gleich ist jenem des Strahlenbüschels «,[a,. a,. a;., «;]. 
Man ziehe nun eine beliebige Gerade @, welche von den Tangenten 
bt“ und d,2” in den Punkten KA und Z, und von den Tangenten 
1 n 
bit, biz... bil, 


n 


in den Punkten g, g', 9°, ... 9” getroffen wird. 
Seien nun K', RK’, ... K’ und L', L’, ... L” jene Punkte auf @, 


n 


welche beziehungsweise zu den Punkten g', 9°, ... g” in derselben Beziehung 
stehen. wie die Punkte A und Z zum Punkte g. 


Die drei Punktreihen 
ae N a u 


sind unter einander projectivisch. 

Die Tangente am Punkte d, des von den fünf Punkten «,, «, d,. b,. b; 
bestimmten Kegelschnittes trifft nun die Gerade @ in einem Punkte «, welcher 
ein Doppelpunkt der beiden Reihen KA, ÄK',... K” und Z, L',... L? ist. 
Sei A der zweite von u verschiedene Doppelpunkt dieser beiden Reihen. 

‚Man construire nun den dem Doppelpunkte A correspondirenden Punkt 
g*’ der Reihe 9, g', ... g”. 

Die Geraden 5,9’ und 5,4 sind nun die Tangenten am Punkte 5, der 
beiden der Schaar I angehörigen und respective den Strahlen «a,a, und a,a, 


correspondirenden Kegelschnitte. Hiermit ist aber die Aufgabe gelöst. 


Il. Construction von Curven vierter Ordnung, welche durch 14 Punkte 
bestimmt sind. | 
Die gegebenen 14 Punkte seien: 


Ay, Ars Ana Az. Ay, As, Age Ar. b,, b., b;, b;, b;, bi: 


Man nehme a, als Centrum des Strahlenbüschels P und die Punkte d,, b,, 
b,. d;, d,, db, als bekannten Theil der Basis der Schaar S’ von Curven dritter 
Ordnung. 

Durch die sieben Punkte a,, d,, &,, d;,, d4, b,, d, lege man eine 
Schaar von Curven dritter Ordnung: 


3 
U, U. ... U, 
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in den Punkten g, g', 4", ...49 


sind unter einander projeclivisch. 
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welche sämmtlich am Punkte 5, von irgend einer Geraden 5, T,, am Punkte 
b, aber von den beliebig angenommenen Geraden b,t,. but, Duty, ... ll 
berührt werden. 

Seien ferner W,, U, U, drei durch die Punkte «,, b,, b,, b,., b,. b;,. b, 
gehende Curven dritter Ordnung, welche sämmtlich am Punkte d, von irgend 
einer Geraden 5, T,, am Punkte d, aber beziehungsweise von den beliebig 
angenommenen Geraden b,t,, b;t,, Ö,t, berührt werden. 

Man bestimme noch die Curven dritter Ordnung: 

Bla,,a,,a,, B’[a,u,,a,], B"[a,,a,,a;]. 
wo B, B’', B” die Durchschnittspunkte beziehungsweise der Curven U, und 
Y,, A, und U,, X, und U, bezeichnen. Mittelst der bekannten anharmonischen 
Verhältnisse: 
B[a,@,a,,a,), B'[a,a,.,a,,a,). B"[a,.,a,a;,,a«,| 
und der ihnen zugehörigen Tangenten 
bt, bet, bel, 
kann nun immer jene Tangente d,t* construirt werden, deren zugehöriges 
anharmonisches Verhältnifs D°[u,.«a,,a;,«a,] gleich ist jenem des Strahlen- 
büschels «,[a@,, @, @;,a,]. Diese Construction geschieht natürlich ganz auf 
dieselbe Weise, wie die ähnliche im vorhergehenden Beispiele. Ebenso be- 
stimme man mittelst der drei Tangenten d,t,, b,t,, b,t; und der ihnen zupe- 
hörigen anharmonischen Verhältnisse 


Bl[a,,a,.,a,,a,], B’[a,,a,,a,,a,], B"[a,,a,.a,, a;,] 


jene Tangente d,{f, deren zugehöriges anharmonisches Verhältnifs B’[a,,a.,a;: a; 
gleich ist jenem des Strahlenbüschels «,[«a,. «,.«;, a; ]. 


Man ziehe nun eine beliebige Gerade @, welche von den Tangenten 


b,t%* und d,£f in den Punkten ÄX und Z, und von den Tangenten 


BE: Bi. 


getroffen wird. 


Seien K’, K’,... K”" und Z/, L’,... L” jene Punkte auf @, 


welche zu den Punkten g’, 9”, ... g” respective in derselben Beziehung 
stehen, wie die Punkte K und Z zum Punkte g. 


Die drei Punktreihen 


9; g; g", wir g"; K, K', K', RR K'; L, L', Er. a L' 
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Unter der Schaar der Curven U,, U, ... 4” giebt es nur eine, welche 


zugleich durch a, geht, und ihre Tangente in 5, trifft die Gerade @ in einem 
Punkte «, welcher ein Doppelpunkt der beiden projectivischen Reihen: 


K,K',...K' wd ZL,L,... ID 


ist. Sei nun 4 der zweite von «u verschiedene Doppelpunkt dieser beiden 
Reihen. 

Man consiruire den diesem Doppelpunkte 7 correspondirenden Punkt g’ 
der Reihe: g, 9’, ... g". 

Seien nun V, und V, die beiden beziehungsweise durch die Punkte 
dd. di. d5, d,. b,. b,, db, und a. d,. b,, b,, b,. b,. b, gehenden. am Punkte 
b, von den Geraden 5, T, und 5, T,. am Punkte d, aber von den Geraden 
b,g’ und 5,4 berührte Curven dritter Ordnung. 


Diese beiden Curven haben vermöge ihrer Entstehung die Eigenschaft. 
dafs, wenn 3 den Inbegriff der Durchschnitispunkte von V, und V, bezeich- 
net. die beiden anharmonischen Verhältnisse: 


Bla,. d>. d;. a;|, Dla,, 4; , d;, 4; | 


beziehungsweise gleich sind den anharmonischen Verhältnissen der Strahlen- 
büschel: 
\ 
Ad, 4, dy, ds. d;]» a,[a, „d,,d;, 4; ]. 


Seien jetzt VW, und W, zwei beziehungsweise durch die Punkte «,. b,, b.. 
b,. b,. d;, Ö, und a, d,, b,, b,, b,. d,, Ö, gehende und am Punkte 5, von 
den Geraden 5,7‘, und 5,7), berührte Curven dritter Ordnung der Art, dafs, 
wenn B’ den Inbegriff der Durchschnittspunkte von V, und V, bezeichnet. 


die anharmonischen Verhältnisse: 


B'[a,a..a,,a), B'la,,a,,a,,«,) 
beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen der Strah- 
lenbüschel: 


a,[@,, 45, 4;,a,). 4,[a,, 4. Q;, Q;]. 
Die Tangenten der Curven V, und V, am Punkte d, können ganz auf dieselbe 
Weise construirt werden, wie jene der Curven V, und V, an diesem Punkte. 
Seien endlich V,Ä, und V; zwei beziehungsweise durch die Punkte 
4, di. di, 5, d,, b,. bu, und a,, d,, d,, d,, d,. d,, d, gehende, am Punkte 
b, von den Geraden 5,T, und 5,T, berührte Curven dritter Ordnung der 
Art, dafs. wenn B” den Inbegriff der Durchschnittspunkte von V, und PV; 





Re: 


” Eu ..s- Pr 
KAyE: UWE FEN RE, 
A wr * y 
5: lu ra RE EL x u 




















nie m IE . NEE 
REEL ER RFR 
















Härtenberger, über die Erzeugung geometrischer Curven. 


bezeichnet. die anharmonischen Verhältnisse: 
iR, Bla, u] 
beziehungsweise gleich sind den anharmonischen Verhältnissen der Strahlen- 
büschel: 
a,[@,, 4, 4;, a;], A,|dı , @;, 45, q;]. 
Man construire wieder die Tangenten der Curven F, und V, am Punkte b,. 

Man ziehe nun zwei beliebige Gerade L, und Z,. Sei /, der Durch- 
schnittspunkt der Geraden Z,, und 5, T,. und /, jener von Z„, und 5, T),. Die 
Verbindungslinie /,4, bezeichne man kurz mit s. 

Die Tangenten der Curven V,. V,. V, am Punkte 5, treffen die 
Gerade Z, beziehungsweise in den Punkten »n,, m,. m,; ebenso schneiden 
die Tangenten der Curven V,. W,, V, am Punkte 5, die Gerade #, be- 
ziehungsweise in den Punkten »n,, n,. m;. Die Verbindungslinien m, m,. 
m,ın,. mm, bezeichne man kurz mit o, 0’, 0". Man lasse nun die drei 
Curvenpaare V,. V;; V,, V;; V,. V; dadurch variiren, dafs die Verbin- 
dungslinie s stets durch einen beliebig angenommenen festen Punkt f geht. 
Es werden sich dann auch die Verbindungslinien o, 0, 0” um feste Punkte 
drehen, welche wir beziehungsweise g, 9, 9 nennen wollen. 

Man erhält so vier unter einander projectiische Strahlenbüschel, 
welche wir kurz mit f, 9, 91, 91 bezeichnen. 

Man construire nun jene beiden Strahlen s, und s, des Büschels f, 
von welchen der erste dem Strahle gg, des Büschels g, der zweite hingegen 
dem Strahle y,9,, des Büschels g, correspondirt. Man lasse jetzt den Punkt f 
irgend eine andere Lage f' einnehmen. Es werden dann auch die Punkte 
9; Jıs 91, entsprechend andere Lagen g', Yı. 9, einnehmen, und man erhält 
„; g. gi» gu- 
Seien s; und s’, wieder jene beiden Strahlen des Büschels f', welche 


wieder vier unter einander projeclivische Strahlenbüschel: / 


beziehungsweise den Strahlen g'yı und gig, der Büschel g' und g, correspon- 
diren. Die beiden Strahlen s; und s! schneiden sich in einem Punkte @, und 
die beiden Strahlen s, und s, in einem Punkte ©". 

Die Verbindungslinie O0" trifft die Gerade Z, in einem Punkte o, und 
die Gerade Z,, in einem Punkte o,. Die Geraden 5,0, und 5,0, sind nun die 
Tangenten am Punkte 5, der beiden der Schaar S’ angehörigen und den Strah- 
len a,a, und «,a, correspondirenden Curven dritter Ordnung. Auf dieselbe 
Weise können die Tangenten dieser Curven am Punkte d, gefunden werden. 
Diese Curven sind daher vollkommen bestimmt und damit ist die Aufgabe gelöst. 
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$. I. 


Auflösung des Fundamentalproblems, wenn n=2, n = m-—-2 ist, für Curven, deren 
Ordnungszahl m > 6 ist. 


Die Aufgabe, eine durch 4m (m-+-3) Punkte bestimmte Curve ın'” Ord- 
nung M mittelst der Durchschnittspunkte der correspondirenden Elemente einer 
Kegelschnittischaar P und einer Schaar S von Curven (m—2)'" Ordnung zu 
erzeugen, ist gelöst, sobald man irgend zwei Curven der Schaar S kennt. 

Die gegebenen Zn (m--3) Punkte der Curve M seien: 


4, Gr, Gy, Up; di, Day di, ... Dimtm-5)46] 3 Ca Ep5 or. Cm: 

Man nehme «,, @, a,, a, als Basis der Kegelschnitischaar P und 
De dr 2 Annie 
als bekannte Punkte der Basis der Curvenschaar 8. 

Die beiden beziehungsweise durch die Punkte c, und c, gehenden 
Curven C, und ©, der Schaar S’ sind bestimmt, sobald von jeder dieser 
Curven noch 2” —5 Elemente bekannt sind. 

Ist nun 2 (2m— 5) <m(m—5)--6 und betrachtet man die Tangenten 
der Curven EC, und ©, an den Punkten b,. db, b,. ... d,„_,; als die noch 
unbekannten zu bestimmenden 4m» —10 Elemente dieser Curven, so können 
diese Tangenten dadurch bestimmt werden, dafs man die 4m —10 anhar- 
monischen Verhältnisse: 


B[c,%,6,6h Bla,6,6,6h -.. Blc,%s 6%; em-ı] 
beziehungsweise gleich setzt den anharmonischen Verhältnissen: 

4l0,0,0,6%), Alcı,&,6%,6h ... Alcı, &, €, Cim-ı)» 
wo A das System der vier Punkte a,, @, a,, a, und B den Inbegriff der 
(m — 2)” Durchschnittspunkte der Curven Ü, und ©, bezeichnet. 

Diese Bestimmung der Tangenten geschieht aber natürlich auf ganz 
dieselbe Weise, wie jene der Tangenten der Curven A, und A, bei dem im 
vorhergehenden Paragraphen behandelten Probleme. 

Der ganze Unterschied liegt blofs darin, dafs an die Stelle des Strah- 
lenbüschels: 

0,[@, Gp, Ay5 2: Aom-ı] 
die Kegelschnittschaar: 
Alcı, 62, 633... Cgm_7] 


tritt. 





a a ige 
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Die Aufgabe, eine durch 4m(m-+-3) Punkte bestimmte Curve m‘ Ord- 
nung mittelst der Durchschnittspunkte der correspondirenden Elemente eines 
Kegelschnittbüschels und einer Schaar von Curven (m—2)'" Ordnung zu er- 
zeugen, ist also gelöst für alle Werihe von m, für welche 

4m — 10 <m(m — 5) +6, 
also m > 6 ist. 

Anmerkung. Was die Curven fünfter und sechster Ordnung betrifft, 
so ist wohl klar. dafs diese beiden Fälle ebenfalls im Sinne der 
allgemeinen Methode unter Anwendung derselben Betrachtungs- 
weisen. welche im $.I. stattgefunden haben. behandelt werden 
können. 


$. II. 
Geometrische Construction der Durchschnittspunkte einer durch 43m(m-+3) Punkte 
bestimmten Curve m! Ordnung und einer gegebenen Geraden. 

Seien d,, d,. d;, ... d, die m Durchschnittspunkte, in welchen die 
durch 4m (m-+3) Punkte bestimmte Curve M eine gegebene Gerade 4 trifft. 
Betrachten wir zuerst den Fall. wo »” eine zusammengeselzte Zahl rn nnd 
r<n ist. 

Im Allgemeinen besteht das Problem der geometrischen Construction 
der Durchschnittspunkte der Curve M und der Geraden L darin, zwei Curven 
R und X respective vom r'" und n'" Grade zu bestimmen, so dafs die 
Durchschnittspunkte dieser beiden Curven in einem bestimmten geometrischen 
Zusammenhange zu den Punkten d,, d,, d,, ... d,, stehen. 

Bezüglich der näheren Bestimmung der Curven #2 und N können noch 


verschiedene Annahmen gemacht werden. So kann die Curve # ganz will- 


g 
kürlich genommen werden. Wir denken uns nun dieselbe so gewählt, dafs 
sie mit einem vielfachen Punkte (r—1)'" Ordnung © begabt ist. Ferner wollen 
wir annehmen, dafs die von O nach den Durchschnittspunkten der Curven R 
und N gezogenen Strahlen die Gerade L in den Punkten d,. dh, ... d, 
treffen. Von der Curve R können 4n(n+3)— rn Punkte willkürlich ge- 
wählt werden. 

Soll nun die Curve N durch ihre rn Durchschnittspunkte mit A auf 
die angenommene Weise zur Construction der Punkte d,, d;, ... d, dienen, 
so darf sich die Curve N natürlich nicht in zwei solche Curven respective 


r'” und (n—r)'”" Grades zerlegen lassen, dafs die eine dieser Curven mit A 
10 * 
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zusammenfällt und die andere durch die 4n(n-+3)—rn willkürlich angenom- 
menen Punkte geht. Damit nun dies nicht eintreffe, so mufs, wie man leicht 
sieht, stets 

Ha —r)?+3(n— r)] <}(n+3n— 2rn), 
also #<3 sein. 

Die Curve R mufs also jederzeit ein Kegelschnitt U sein und wir haben 
zuerst den Fall zu betrachten, wo m—=?n, also m eine gerade Zahl ist. 

Was nun die nähere Bestimmung der Curve N, von welcher 
4 (n’-{-3n) —2n Punkte willkürlich genommen werden können, betrifft, so ist 
es das einfachste, dieselbe dadurch näher zu bestimmen, dafs sie mit einem 
vielfachen Punkte (a—1)'" Ordnung begabt ist, indem ein (n—1)facher Punkt 
einer Curve n” Grades eben für }(n’-+-3n)—2n Bestimmungsstücke zählt. 

Unsere Aufgabe ist jetzt näher bestimmt und lautet: 

Eine mit einem (n—1)fachen Punkte begabte Curve r'” Ordnung 
N zu bestimmen, welche einen beliebig angenommenen Kegelschnitt U 
in 2n solchen Punkten trifft, dafs die von irgend einem Punkte O dieses 
Kegelschnities nach diesen 2r Punkten gezogenen Strahlen die Gerade Z 
in den Punkten d,. d,, ... d, treffen. 

Beliebige Punkte der Curve N werden nun auf folgende Weise con- 
struirt: 

Seien 4, Ur, Gy; Gy Dry Day da5 » - . Oymmsp46]3 Cıy Oa9 » + + Omar 
die gegebenen 4m(m-+-3) Punkte der Curve M. 

Man nehme a,. a, a,. a, als Basis einer Kegelschnittschaar P und 
biz day 2. Öummosıc] Als bekannte Punkte der Basis einer Schaar S von 
Curven (m—2)'" Ordnung, welche durch ihre Durchschnitte mit den correspon- 
direnden Curven der Schaar P die Curve M erzeugen. Die der Schaar P 
angehörigen und durch die Punkte e,, c,, ... gehenden Kegelschnitte Z,, Z,... 
schneiden auf der Geraden L Segmente ab, welche in Involution stehen. Die 
Schenkel der Winkel, unter welchen man vom Punkte © des Kegelschnittes U 
aus diese Segmente sieht, schneiden in diesem Kegelschnitte Sehnen ab, welche 
alle in einem Punkte @ zusammenlaufen und den Kegelschnitten Z,, Z;, ... 
anharmonisch correspondiren. Diese im Punkte Q zusammenlaufenden Sehnen 


seien: U, A... 
Man bestimme jetzt die durch den Punkt c, gehende Curve C, der 


Schaar 8. Die Curve Ü, lasse man wieder mittelst der Durchschnitte der 
correspondirenden Elemente zweier projectivischen Schaaren P’ und S’ re- 











IR 
4 
2 
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speclive vom zweiten und (m—4)" Grade entstehen; dabei nehme man den 
Punkt c, wieder zu jenen, welche den variablen Theil der Schaaren P’ und 
S’ bilden. Man bestimme wieder die durch den Punkt ec, gehende Curve Ü\, 
der Schaar 8’. Mit der Curve EC, mache man dasselbe, was mit Ü, ge- 
schehen ist. Man bilde nämlich zwei projectivische Schaaren P” und 8” 
respeclive vom zweiten und (u —6)“" Grade, welche die Curve (, erzeugen, 
und nehme den Punkt c, wieder zu jenen Punkten, welche den variablen 
Theil der Schäaaren P” und S” bilden. Man bestimme wieder die durch den 
Punkt e, gehende Curve C, der Schaar 8”. 

Die Curve C, behandle man wieder so, wie C, und fahre so fort. 
bis man auf eine Curve ©” kommt, welche, da m gerade ist, von der 
Ordnung m — (m — 2), also ein Kegelschnitt ist. Dieser durch den Punkt e; 
gehende Kegelschnitt schneidet auf Z ein Segment ab. 


Die Schenkel des Winkels, unter welchem man vom Punkte @ dieses 
Segment sieht, schneiden auf U eine Sehne ab, welche s, heifsen soll. 


Die Sehnen o, und s, schneiden sich in einem Punkte D.. 


Wiederholt man die nämlichen Prozesse nur mit dem einzigen Unter- 
dafs man an die Stelle des Punktes c, nacheinander die Punkte 


schiede,, 
treten läfst, so erhält man eine Schaar F' von Kegelschnitten 


C C;. u, 
vs(m—4) y3(m—4) d ” | di ) k ’ u : . 
Ö; Et s„..., Welche durch die Punkte &, e,, ... gehen, und ihnen 
entsprechend eine Reihe von Sehnen s,, s,;, ..., welche von den correspon- 
direnden Sehnen o,, 0;, ... in den Punkten D,, D;,... getroffen werden. 
Ich behaupte nun, dafs die Punkte I,, D,;,... auf der Curve N liegen 
und dafs Q ein (n—1)facher Punkt dieser Curve sei. 
Sei nämlich d, ein auf Z liegender Punkt der Curve M; Z, und 
HA u 
Im—4 . . . . y a.’ 
C;””” seien die beiden respeclive den Schaaren P und F' angehörigen und 


u 
durch den Punkt d, gehenden Kegelschnitte und s, und o, die ihnen ent- 


sprechenden Sehnen auf U. 
Da nun der gemeinschaftliche Punkt d, der Kegelschnitte Z, und 


rau auf Z liegt, so müssen sich nothwendiger Weise die Sehnen s,und o, 
auf dem Kegelschnitte U schneiden. So viel Punkte also die Curve M mit 
L gemein hat, in soviel Punkten trifft die Curve, auf welcher die Punkte 
D,, D,,.... liegen, den Kegelschnitt U. Diese Curve ist also höchstens 


vom n‘“” Grade und, weil jede der durch @ gehenden Sehnen o,, %, ... nur 
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in einem einzigen Punkte von dieser Curve getroffen wird, so ist Q ein 
n—1)facher Punkt derselben. Die Punkte D,, D,;, ... liegen also auf N. 


Da Q ein (n—1)facher Punkt der Curve N ist, so braucht man blofs 
2n—=m Punkte D,, D,,... D,, zu construiren, indem mittelst dieser 2n 
Punkte beliebig viele andere direct gefunden werden können. (Jonguieres, 
essar etc. deuxieme section, $. XI.) 


Ist der Grad »n der Curve M ungerade, nämlich m —=2n—1, so bleibt 
der Anfang und Verlauf des ganzen Vorganges derselbe, nur mit dem Unter- 


schiede, dafs am Ende an die Stelle der Kegelschnitte €", 0", 

gerade Linien c”—, CC”, ... treten. welche die Gerade beziehungs- 
weise in den Punkten /,. &,... treffen. Verbindet man diese Punkte mit 
einem beliebigen Punkte V des Kegelschnittes U, so schneiden die Verbin- 


dungslinien VZ4,,. V,, ... die correspondirenden Sehnen o,. ©, ... in den 


Punkten D,. D;,, ...,. welche einer durch O und V gehenden Curve N 


n'" Ordnung angehören, welche @ zu einem (rn —1)fachen Punkte hat und 
den Kegelschnitt U aufser V in 2n—1 solchen Punkten trifft. dafs die von 
0 nach diesen Punkten gezogenen Strahlen die Gerade Z, in den Punkten 
d,. d,. ... d, schneiden. Diese Curve N löst also die Aufgabe für den Fall. 
wenn m —= 2n—1 ist. 


Beispiel. Eine Curve vierten Grades M ist durch 14 Punkte be- 
stimmt und eine Gerade L gegeben; man soll die Durchschnittspunkte der 
Curve M und der Geraden Z construiren. 

Die gegebenen 14 Punkte seien: 


Man bilde zwei projectivische Kegelschnittschaaren P und S, welche durch 
die Durchschnitte ihrer correspondirenden Elemente die Curve M erzeugen; 
dabei nehme man @,. @,. a,, a, als Basis der Schaar P und 5, als bekannten 


Punkt der Basis der Schaar 8. Man denke sich irgend einen Kegelschnitt U 
und auf demselben einen beliebigen Punkt © construirt. 


Die Kegelschnitte der Schaar P schneiden auf Z Segmente ab, welche 
in Involution stehen. Die Schenkel der Winkel, unter welchen man von O 
aus diese Segmente sieht. schneiden in ÜU Sehnen ab, welche alle in einem 
Punkte Q zusammenlaufen. Diese in @ zusammenlaufenden Sehnen seien: 


0, “ Ö, . 





a N et ur 
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Ebenso schneiden die Kegelschnitte der Schaar S auf Z Segmente ab. 
die in Involution stehen, und die Schenkel der Winkel. unter welchen man 
von O aus diese Segmente sieht, schneiden auf U Sehnen ab, welche ebenfalls 
alle in einem Punkte R% zusammenlaufen. Diese Sehnen seien: s,. s;. 

Die beiden Strahlenbüschel, welche von den Sehnen o,. o,, ... und 
Sjs 82, ... beschrieben werden, sind natürlich projectivisch und die Durch- 
schnitte ihrer correspondirenden Elemente erzeugen einen Kegelschnitt N, 
welcher den Kegelschnitt U in vier solchen Punkten trifft, dafs die von © 
aus nach diesen vier Punkten gezogenen Strahlen die Gerade 7, in jenen 
Punkten schneiden, welche die Curve M mit L gemein hat. 


Feldkirch in Vorarlberg, am 10 December 1859. 
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MOEENRE der PT Differentialgleichung: 


lt lt] 


(Von Herrn L. Fuchs.) 








1. 


Un die Nabelpunkte einer Fläche zu finden, hat man bekanntlich die 
Gleichung der gegebenen Fläche mit zwei anderen zu verbinden. die man 


erhält, wenn man in der von Monge angegebenen Differentialgleichung der 
Krümmungslinien: 


A+N)s—rely ir r- ANY — [A+p)s—rgr]) = 0 
aufser dem Coefficienten von y’ noch einen der beiden andern der Null gleich- 
setzt. Man erhält die partiellen Differentialgleichungen: 

(1) A+f)r— A+P)t = 0, 
a) d4dse-rgt —=0 
oder 
Arp)s—-pgrr —=d. 
Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs sich auf den Flächen, die einer dieser 
Gleichungen genügen, wenn sie überhaupt Nabelpunkte besitzen, im Allgemeinen 
Nabellinien befinden. 

Während nun die Gleichung (1°.) leicht integrirt werden kann, ver- 
ursacht die Integration der Gleichung (1.) gröfsere Schwierigkeiten. — Bevor 
ich aber zu dem eigentlichen Gegenstande dieser Arbeit, nämlich zu dieser In- 
tegration, übergehe, kann ich nicht unterlassen, in Kürze zu zeigen, dafs man 
beide Reihen der Krümmungslinien der durch die Gleichung (1.) dargestellten 
Flächenfamilie finden kann, ohne dafs es nöthig ist, das Integral dieser Glei- 
chung vorher zu kennen. 

Denn bildet man nach der Mongeschen Methode die Gleichungen der 
Characteristiken dieser Flächen, so erhält man: 


Ag )dpdy— (I-+p’)dgdx 
A+)dy? — (1+p})da? 


| 


0, 


(2.) B 


\ 
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Durch Combination derselben folgt für die eine und die andere Characteristik 





na + er. A Fe — 07 Bi... DDR Bn.. MR er 0, 
vi4r®  yirag Yirp Yirq 
oder durch Integration: 
8) Pre Hg) = e 
+ yi-+p® 
> Krk 
arYi+tg 
wo e und c, Constanten sind. Andererseits geht die am Anfange erwähnte 
Differentialgleichung der Krümmungslinien für die Flächenfamilie der Glei- 





= C,, 





chung (1.), wie man leicht findet, über in die folgende: 


5) Arg)dy — (I+p)de = 0. 
Da nun diese Gleichung mit der zweiten Gleichung (2.) identisch ist, und da 


aus der Combination eben dieser Gleichung mit der Gleichung (1.) die erste 
Gleichung (2.) erhalten wird, so ergiebt sich, dafs die letztere Gleichung eben- 


falls für die Krümmungslinien gelte. Man ersieht daraus, dafs die Integrale der 


Gleichungen (2.), nämlich die Gleichungen (3.) und (4.), der einen oder der 
andern Reihe von Krümmungslinien angehören. Ist nun die Gleichung einer 
der Familie (1.) angehörigen Fläche gegeben, so hat man nur dieselbe nebst 
den beiden durch einmalige Differentiation nach z und y daraus abgeleiteten 
mit den Gleichungen (3.) und (4.) zu verbinden, um durch Elimination beide 
Reihen von Krümmungslinien zu erhalten. — Wir gehen nunmehr zur Inte- 
gration der Differentialgleichung (1.) über. 


3. 


Zunächst verwandeln wir die gegebene Differentialgleichung in eine 
solche, in welcher die ersten Ableitungen nicht vorkommen, mit Hülfe einer 
von Legendre (Memoires de l’acad&mie des sciences de Paris ann. 1787) an- 
gegebenen Transformation. Dieselbe besteht darin. dafs man statt der Variabeln 
2, y, & drei neue p, 9, w einführt, welche mit ihnen durch folgende Glei- 
chungen verbunden sind: 


 — 023 übe 02 PEN » 03 f 03 “> 
und umgekehrt: 
Ow Ow rn 0W 
u — U — ‘> ne ui Mr ,  — 
(7.) L Br: 7 ’ Y u; - pP On | vi Er) w. 
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Man hat alsdann 














N 
B 
Br 
Fr 
Zi 
x 
> 
4 “ 
Er 
R- 
re 
Er 
i 
% 
" 
A 








- 0’w 
Op 6« 
(8.) — EIFEL (ee ELF )' ’ s= u,” En 4 dia \:? 
ög* Op” \dpdy ög? Op*  \öpög 
O’w 
Pe op” 
(2) 
og” op? opoq 5 


Geht nun eine Differentialgleichung 
!. 0°z 
(278; m ‚ a ox0y ’ ‚z) = Bde 
durch diese Substitution über in: 
oo 0m Ow dw Hw 
ep; m op ’ 04 ’ Op*” Opogq ’ Oy” ) = , 
und gelingt es, die letztere so zu integriren, dafs man hat: 


— F[», 9 v(P, 9)x(m 9)» 

(worin w und x willkürliche Funclionen sind), so erhält man durch blofse 
Differentiation das allgemeine Integral der ersteren vermöge der Gleichungen (7.) 
so dargestellt, dafs x, y, z als Functionen zweier Variabeln p, g auftreten, 
und in ihrem Ausdrucke eine hinreichende Anzahl willkürlicher Functionen 
enthalten ist. Es ist zu bemerken, dafs, wenn x, y, & die Coordinaten einer 
Fläche bedeuten, ©, p, Y die Coordinaten der von Monge so genannten re- 
ciproken Fläche sind. (Vergl. Chusles, apergu historique, Note XXX.) 

Unsere Gleichung (1.) geht durch die Legendresche Transformation 


in die folgende über: 
2, 0° 0° 
I) HN dh 


mit deren Integration wir uns nun zu beschäftigen haben. 



































Wir führen als Coordinaten diejenigen Curven der reciproken Flächen 
(9.) ein, welche den Krümmungslinien der Flächen (1.) entsprechen. (Siehe 
die Gleichungen (3.), (4.) und (6.).) Wir setzen also: 


ao) Heu, GH HeN = 





a+V1+9° 
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wo u und u, die beiden neuen Variabeln sind. Daraus folgt 


1) p+YlHP um. gHitg=yt 
Durch Differentiation erhält man 
dp | udu+udu, \ 
TrBn 

















42: uu, E 
(12.) vi+p» 
Bi ui; er du+udu, \ 
yitq Fer uu, ä 
Setzi man zur Abkürzung 
on __ op __ og __ og __ 
er zo E ale u 
so erhält man aus (12.) 
BER sn 6 BER T  3 
| a=4yl4P—, °=—-ıriıg 
(13.) ' 4 
| ui he WERT: 


Um die transformirte Differentialgleichung zu erhalten, kann man z. B 
die von Jacob? (dieses Journal Band 36. über die Differentialgleichung 











<A Gr Er y 

un ”»r73  — — 0) angegebene Reductionsmethode anwenden. wonach. 
oOX 
wenn Pi eine Ba von 2, Y, 2%, >= ’ = bedeutet und 


ox oO ox 0 
ou du, du, Au 





A 


gesetzt wird. 











oF 0) oF 6) oF 
(14) Al—-—- au age 
0% 04 3 92 o) e 
OX OYy 
oF 6) oF 
ge - A )- 552 Fr ou, a PR 
ou un 


ist. In unserem Falle mufs man 


u) | 





u) Frl 
setzen. Durch Transformation ergiebt sich hieraus mit Rücksicht auf (13.) 
0w Ow 


(16) AF—= 


e — — 
ou du, ’ 


>” 
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worin 
aa bb, . 
IF Tr 
Aus (15.) und (16.) folgt nun, dafs in unserem Falle (14.) die Differential- 





E ea 














gleichung liefert: 
0w ow 
az, Alk 
(49 ou ” ou, Be 
worin 
uu, 
WW Be (ut) +1) 
Es ist aber 
Ki 





1 x 
ra 0 
1 


oder wenn wir zur Abkürzung 








u ie Em ei, 
(19.) 
u = —=.ß 
setzen, 
20) K- Fan 2: 


mithin geht die Gleichung (17.) über in 


h] 
Fa 
Ki 
Hi 
Br 
E 
x 
BG: 
h 
5 
Mi 
f 
Br 
: 
8 
a 
. Tu 
A: 
ini) 
% 
h 
e 4 
I i 
5 E* 
’ A 
j R 
; 
” 
5. 
? 
“ 
| hr 
e 
[4 . 
| A 
Fr 33 





| zi, = I 

Zi + 

ou, Fr 

oder in | i 
de da dB w : 

20) 2le+P)au2 re Au du du du 

Ich werde jetzt zeigen, dafs man die Differentialgleichung (20.) sogar unter | ' 
der allgemeineren Voraussetzung integriren kann, dafs « und /# beliebige 4 














Functionen respective von % und , sind. E 
4. 
Führt man nämlich « und ? als Variabeln ein, so hat man: 
0w Ow da 0 _ dw dß 0 6m da dB 





du Da du’ du SB du’ udn, Daoß du du 
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Daher geht die Gleichung (20.) über in: 


0’ 0W 0W 


Wendet man nun die Substitution 








u Prems 
la —ß = v 
an, so hat man 
ne 00 0 _ 2,98 _,%e 
29%.) MB u . OR... 7. “= 06° 
ni 0’W O’w 0°’@ 0°@ ‚ O’w sc  ı 








we —4 dat 13 Iaagti “ot id Foaod Ho 


Durch Subtraction der beiden letzteren Gleichungen von einander erhält man 








em du Hm 
a der daR’ 
oder vermöge der ersten Gleichung (22°.) und der Gleichung (21.) 
0’w o’w 1 0w 
(23.) : 7 Zr "ur Zr: 3 


Diese Gleichung aber ist ein specieller Fall derjenigen, die Po:sson (Journal 
de l’&cole polytechnique, cah. 19) behandelt, nämlich der folgenden: 
a Gere) 
worin Z, 9 Constanten sind. Euler und in der erwähnten Abhandlung Poisson 
haben im Allgemeinen das Integral derselben oder vielmehr der durch die 
Substitution 
(25.) ea Fr 


in die folgende verwandelten: 


o’V NS mV 
26.) = Fr TI 


in unendlichen Reihen gegeben. 
Die Fälle, in welchen Poisson dieselben summirt, hängen wesentlich 


von den Wurzeln der Gleichung: 

(27) k(k—1)—m —= 0 
ab. Ist insbesondere eine Wurzel derselben negativ, wo alsdann die andere 
positiv sein mufs, und zwar habe die positive die Form ©--4, wo ö eine 


positive ganze Zahl bedeutet, so werden die Glieder der Reihen vom 2%" 
ab unendlich — aber gerade auch in diesem Falle läfst sich, wie Poisson 
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gezeigt hat, das Integral in endlicher Form darstellen. Es ist nämlich: 
28) (= - (tcosA-- av) sin” Adi + 


Fertant tee ara an] 








er Mogif a | nn, 
T 0 


worin 





 &A&-3)...(i—n+1) (1) ni 20. 
A, — (i—1)i—2)...(i—n) 1.2...n ’ hu sin”). da, 


u —Mif—l- di, und c, ce’ Constanten sind. die durch die 
/ sin??A 


folgenden Gleichungen bestimmt werden: 


ER 1.9.25...) (NM __ (—)i 
(29.) 0 341.2.3...8—1)1.2.3...3 1.4.2...) 


"TE e “ “ 
U, == of sin A di, 


0) 








1 
= 20,144 44445): 
v N 
G=2e/ a —- ec’) sin’ “.|aı. 
Für die Gleichung (23.) ist nun a=1, != —1, m=3,:i=1. Man er- 


hält daher durch einfache Rechnung: 


1 
I) N - BE = 
a1, =--t4 ee (n=4, 


g—ı(—n—sinkcos), Y=(n—A)oolgi, =}. 
Bestimmen wir demnach V, und multipliciren dasselbe gemäfs der Gleichung (25.) 
mit 7°, so erhält man als Integral der Gleichung (23.): 


(30) o—= fs (tcos4 -—- v) sin’ A dA + [v (--v) + nase ne. ] 





- - — gef" w' (cos A --v) sin’ Adi 


Bun Ah w' (teosa-tv)[4 — (3-4 (m — 4) cotgA) sin? 2] di. 


Setzt man nun hierin für # und v die vermittelst der Gleichungen (10.), (19.), 
(22.) sich ergebenden Ausdrücke durch p, g, so erhält man das allgemeine 
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Integral der Gleichung (9.), und vermittelst der Gleichungen (7.), wie schon 
in No. 2 bemerkt worden, durch einfache Differentiation das Integral der Glei- 


chung (1.) selbst. 


®: 
Ich füge noch folgende Einzelnheiten hinzu: 


Man kann sich durch sehr einfache Rechnung überzeugen, dafs die 
Gleichung (1.) befriedigt wird, wenn man an die Stelle von p und y respective 


p-+y1+p’ und g+y1-+-g° setzt. 
Ferner sieht man leicht, dafs wenn w ein Integral der Differential- 
2 ar | 


gleichung (9.) ist, auch 5 14m) und Fra g°) solche sind. 


| 


Ferner kann man auf folgende Weise zu einer besonderen Reihe parli- 
cularer Integrale der Gleichung (9.) gelangen. 


Indem wir zur Abkürzung 


dw Ä ow ’w O’w = 0’w q 
— — — — — N — — 1 
al og d, op? K, op og a 


op 








setzen, sei 








__ Ir Au __1+p’ O’u 
(31.) R= A 5 also T= a: 


wo c eine beliebige Constante und « eine noch zu bestimmende Function von 
p und g sei. Man erhält durch Integration dieser Gleichungen, mit Vernach- 
lässigung der willkürlichen Functionen, 


p—itT % Rn ou 











ar 5 e mw 
oP __ 80 
und hieraus, wegen e 
4 On ou -. „, ou 2a) O’u 
m a tg N)zr 


Setzen wir ferner 


83) HEr=ı, Ziri, 


c 





so folgt durch successive Differentiation nach p und y 


oR oT u N: 
Pz I _ N) Ur) 











U FE m 





ee u u See 
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oder. da Er u ee % etc. 
ER ER, 3S „828 
MR YET er ie TI 


Aus der Vergleichung dieser Gleichung mit der Gleichung (32.) folgi. dafs 
man N = u setzen kann. Alsdann geht (31.) über in 


R— +7 o’S m 1+»° 0°8 
..# .# 090 








oder, wie leicht zu finden, in 











N n __1+9* O’R 44 PT 
(35) R= e a’ T- Er 
Es handelt sich also um die Integration einer Differentialgleichung von der Form 
» ” TBB ey E 
8) "ch 


Entwickelt man die Function nach steigenden Potenzen von x und bezeichnet! 
mit y(”’ den Werth der »»" Ableitung für = (0, so ist 


yer#9 — [ce — 2m(2m — 1)][e — (dm — 2) (2m — 3)] 

x [e — (2m — 4) (2m —5)]...[e —2] ca, 
ye+9 — [e— (2m + 1)2m] [ce — (Am — 1) (2m —2)] 

x [e — (2m — 3) (2m — 4)]...[e — 6] cd, 


worin 4 =Yı, d=yı- 


Nimmt man z.B. &==0, so hat man die Recursionsformel: 


yim9 = yirtD[o— (m+2)(m+1)], 


und die Reihe lautet 











y= 047g 047974 (e-2) 04 755 (c-12)(e- 2) ea 
+ 1.8.35 (030) (6-12) (0-2) ea 4 2.5.3.._19 (e-56)e-30)(e-12)(e-2) cut, 


eine Reihe, die für -1<x<Z1 convergirt. 


Für die Zahlen e=2, 12, 30, 56 etc., überhaupt für e—= 2m (dın—1), 
wo m eine ganze Zahl ist, hat die Reihe nur eine endliche Anzahl von Glie- 
dern. und man erhält particulare Integrale der Gleichung (36.) in endlicher 
Form. und daraus auf bekannte Weise die allgemeinen. Mit Hülfe der For- 
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meln (35.) lassen sich alsdann particulare Integrale der Differentialgleichung (9.) 
herleiten. 

Hätte man bei der Integration der Gleichungen (31.) die willkürlichen 
Functionen mitberücksichtigt, so hätte man statt der Gleichung (32.) eine von 
folgender Form: 
nz E 





9, QM 10 | RR 
a tet 


erhalten, und es handelte sich darum, in Differentialgleichung mit Rücksicht 
auf das Integral «= 8 der Gleichung (32.) zu integriren, um zum allge- 
meinen Integrale der Gleichung (9.) überzugehen. 


Berlin. im Januar 1860. 
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Zur Abhandlung: „Ueber Zähler und Nenner der 
Näherungswerthe von Kettenbrüchen,” pag. 231 des 
vorigen Bandes. 


(Von Herrn E. B. Ühristoffel.) 





Her: Heine hat im $.7 der genannten Abhandlung die Zähler und 
Nenner der Näherungswerthe des Ketienbruchs für 
F(k,k,y+1,25) 
(1.) us — g . . k == 00 
F (k, 5,7; 7 





gefunden, und zwar erfordert der dort eingeschlagene Weg die gesonderte 
Bestimmung der beiden auf einander folgenden Zähler P,„, P...ı und der 


entsprechenden Nenner Q;n; Qrn+ı- Es dürfte von einigem Interesse sein, dafs 
diese vier Functionen sämmtlich in einer einzigen Form enthalten sind. 


Bestimmt man nämlich zwei Reihen von Functionen V und W durch 
die Gleichungen 
v=1l N,=yHh, Nr=yr3)Vızw 9%=(yt3)V:+eV,, 
2.) V.3=(yrm43)V nr t Var 
W=yY WM=(4H)Wtz, W=(y+2)W.+2W,,... 
Wan (ytm+2)WnHt2W; 





so ist 
Yu _1 fo m. ] 
Wem y+ L 1, +1, 7+2, tm’ 
a 
yrm 
mithin Ha der m-1'* Näherungswerth des Kettenbruchs für > Folglich 


können yV, und W,„ von P, und Q, nur durch ein und denselben con- 


stanten Factor verschieden sein. 
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Vergleicht man in (2.) die über einander stehenden Gleichungen, so 


zeigt sich sofort, dals, wenn 
(3.) Yn = p(z,y-+1,) 
geselzt wird, zugleich 
(4) W„.= y(z,y, m-+1) 
sein mufs; damit ist die oben aufgestellte Behauptung erwiesen. Es ergiebt sich 


I(ytm—s , 
(5.) Yy(z,ym) = Z(m-—s), Erz we, 





wo s die Werthe 0, 1, 2,... bis zur gröfsten in 4» enthaltenen ganzen Zalhıl 
inclusive durchläuft, und statt des Quotienten der beiden /' die entsprechende 
Facultät zu setzen ist. Mittelst dieser Bezeichnung wird nun 


(+1)(y+2)...(y+2m—-1)P. = ya,y+1,2m—1), 
YHDYr+D-- (742m) Pomp 
v(r+1)(y+2)...(y+ 2m —1)Q: p(x, y, 2m), 
y(y+1)(y+2)...(7+ 2m) Om = pl, Yy 2ın-+1). 
Der Werth von u lälst sich stets in ausgeführter Form angeben, so 


oft „ die Hälfte einer positiven und ungeraden Zahl is. Für y=} findet 
man denselben in der Abhandlung des Herrn Heine; ist 


(7) y=!4(2n43), n—=0,1,2,..., 


| 


y(z,y-1,2m), 


(6.) 


\ 


so Setze man 
(8.) = = 4Y); 


























und 
_. O"tley ot!) 
9) ,.ejie'—amı = nie ge 
oder in anderer Form 
2y _(2y)? (2y)” 
#2 TTS 
10 sl 24 rl 
( .) 14 2y BD 1... (2y)” 
RR 0" 1 1.2 Be 
ee oy" yrtı 
dann wird 
wu u An yı— e Dayı 
an ie: ‚yrl rt je rind, 


und nach dem Früheren ist hiervon der m--1' Näherungswerth 


VYn _ Paint), m ) 
AR) TG dant 3), mt)’ 
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welcher sich auch in die zu (11.) ganz analoge Form 


Baatn+2 A, 1 — An+n+2 Dr+ı 
Datn+2 A — And n-+? DB, 





bringen lälst. 

Die Funclionen Y scheinen zu einer gröfseren Rolle bestimmi zu sein, 
als sich aus ihrer Beziehung zur hypergeometrischen Reihe vermuthen läfst. 
Sie stehen nämlich mit den Integralen der Reccatischen Gleichung in einem 
so genauen Zusammenhange, dafs man fast in allen Untersuchungen auf sie 
seführt wird, welche ein näheres Eingehen auf die Natur dieser Integrale 
erfordern. 


Berlin, im März 1860. 








Zur Theorie der algebraischen Flächen. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 





1. 


x n Pag ” 
ee \ ERUTE/ a 
u rad a Bes en aa pe 
BT a a Re 
BE egal at a a a rs 
: . : 3 
. r 





IR jedem Punkt einer Oberfläche können unendlich viele gerade Linien 


dieselbe berühren; unter diesen giebt es bekanntlich im Allgemeinen nur zwei, 


für welche diese Berührung dreipunktig werden kann (Haupttangenten). Sind 


der n'“ Ordnung, deren Gleichung « = 0 ist, und ist 


Br: ol (2 
5‘ , U = 4 z— — |. 
ikhu. OX;OX, OX, BR 





Li 2a, X, %, die homogenen Coordinaten eines Punktes einer Oberfläche 


so ist es für die fraglichen Richtungen nothwendig, dafs die ersten beiden 


4 Differentiale der Gleichung «= 0 verschwinden, d. h. dafs die Gleichungen 


bestehen: 
(ii Zus = Zu da;da, = 
= Da ferner die Gröfsen &,, X, X,, x, den Abständen des Punktes von irgend 


stanten %& bestimmen, so dafs 


| 


ki 2, + Br. + Rz, + kr, en 1. 
also 


(2.) Ekh;de, ==> WU, 


vier Ebenen proportional sein können, so kann man noch immer vier Con- 


Die Gleichungen (1.), (2.) bilden ein System von Diflerentialgleichun- 


gen, von welchen zwei Integrale bekannt sind; und welche, integrirt, solche 


@ Curven auf der Oberfläche angeben, deren Tangenten sämmtlich Haupttangenten 


durchgehen (Curven der Haupttangenten). 


gehoben worden, in welchen beide Haupttangenten zusammenfallen. 
: Punkte liegen auf einer Curve 
R. ae Zi 
wo 
I = ZHU, Un U; U,; 


diese Curve die Curven der Haupttangenten berührte. 
Joumal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 2. 13 





der Oberfläche sind, und deren zwei durch jeden Punkt der Oberfläche hin- 


Unter den Punkten der Oberfläche sind diejenigen mit Recht hervor- 


die Determinante der Oberfläche bedeutet; ohne dafs jedoch im Allgemeinen 
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Wenn man ferner Punkte der Oberfläche aufsucht, in welchen dieselbe 


insbesondere ausgezeichnete Tangenten zuläfst, so bielet sich augenblicklich 
eine grofse Mannigfaltigkeit von Aufgaben dar. Man kann der Vollständigkeit 
wegen bemerken, dafs jeder Punkt einer Oberfläche auch Berührungspunkt 
einer Doppeltangente werden kann. Dann giebt es gewisse Curven auf der 
Oberfläche, in denen eine gerade Linie 


a. 
b. 


d. 


vierpunktig berühren kann, oder 

dreipunktig, doch so dafs dieselbe Tangente noch einmal an einem 
andern Punkte einfach berührt; 

umgekehrt, einfach, doch so dafs die Tangente Hauptiangente eines 


andern Punktes wird; oder 
einfach berührt, zugleich aber in zwei andern Punkten ebenfalls einfach. 


Endlich giebt es gewisse einzelne Punkte der Oberfläche, in welchen 


eine Tangente 


2)» 


fünfpunktig berühren kann, 

vierpunktig, zugleich aber an einer andern Stelle einfach, 
dreipunktig, noch aufserdem aber an einer andern Stelle ebenfalls 
dreipunklig, 

dreipunktig, doch so dafs dieselbe an zwei andern Stellen einfach 
berührt, 

einfach, doch so dafs dieselbe Tangente noch in drei andern Punkten 
einlach berührt, 

einfach, während dieselbe Tangente noch einmal einfach und einmal 
dreipunktig berührt, 

einfach. während dieselbe Tangente noch einmal vierpunklig berührt. 


Nimmt man hierzu die Aufgaben, welche aus der Forderung entstehen, 
dafs eine der Berührungen «a, b, c, d zweimal in einem Punkte, oder zwei 
derselben in einem Punkte eintreten sollen, so erhält man weilere Punkt- 
systeme, welche sich als die Durchschnitte und die (nothwendig exislirenden) 
Doppelpunkte der Curven «, 5, c, d characlerisiren. 

Alle diese Aufgaben kann man (ohne auf die einfachste Darstellung zu 
kommen) durch dasselbe Verfahren formuliren, welches in der Geometrie der 
Ebene bei der Bestimmung der Doppeltangenten einer Curve zur Anwendung 


kommt. 
Ebene 


Sind Yız Yas Ya, Ya die Coordinaten eines Punktes, welcher in der 


(4.) ayıt ayntGy-+ Gy == 0 


A 
Br, 
Er, 
h 
e5 


ih re eh hen Kacı „ui 








ER SEE NE RUE BO, 
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liegt, und sind also #;-+-Ay; die Coordinaten eines Punktes in der Verbindungs- 
linie von x und y, so erhält man die Bedingung dafür, dafs dieser Punkt auf 
der Oberfläche liege. in der Form 


; ie 1? 4° | 
>. u —— u m — Du 5 — Du «i er Yo, "7 Pu 3 mens (). 
er, u] Fo t7123 FE 
wo 
nk 
En l ey © u r & 
(6.) D’u = 8 er es 
3:55 WO T Gudic 
7 I 
In der Gleichung (5.) ist # immer —=(0, ferner, sobald die Verbindungslinie 


von x, y Tangente der Oberfläche sein soll, auch 
Du = 0; 

fernere Bedingungen aber, welchen diese Tangente in den oben gedachten 
Problemen unterworfen sein soll. geben Bedingungen zwischen den Coeffieien- 
ten der Gleichung (5.). welche sehr leicht aufzustellen sind. und somit Glei- 
chungen zur Bestimmung der x, y. Diese Gleichungen enthalten immer noch 
die beliebig eingeführten Constanten e, welche in der einfachsten Darstellung 
der Gleichungen nicht mehr vorkommen dürfen; und eben diese Darstellung 
scheint mit grofsen Schwierigkeiten verbunden. 

Es soll im Folgenden die einfachste Frage behandelt werden. nämlich 
nach der Curve derjenigen Punkte, in welchen eine vierpunktige Berührung 
möglich ist. 

Dieses Problem hat schon vor längerer Zeit die Aufmerksamkeit deı 
Geometer auf sich gezogen, namentlich in der speciellen Gestalt, unter welcher 
es bei den Oberflächen der dritten Ordnung auftritt. In jeder Oberfläche der 
dritten Ordnung zerfällt diese Curve in ein System von 27 Geraden, welches 
höchst merkwürdige Eigenschaften zeigt; man vergleiche die Aufsätze von 
Cayley, im 4" Bande des Cambridge and Dublin mathematical journal, p. 118; 
Salmon, ebenda p. 252; Schläffli, Quarterly Journal, vol. 2, p.55 und 110; 
vor Allem die an Resultaten überreiche Abhandlung von Steiner „über die 
Flächen dritten Grades” (Bd. 53, p. 133 dieses Journals). Die erwähnte Ab- 
handlung von Salmon gedenkt aber auch des allgemeinen Problems und zeigt. 
indem der oben angedeulete Weg verfolgt wird. dafs die Curve der vier- 
punktigen Berührungen durch Elimination der y aus den Gleichungen 

Du=0, DPu=0, Du=0, 
c,Yı + CY2- 6Y3 + G,Yı = 0 


hervorgehen müsse. Herr Salmon findet, dafs das Resultat dieser Elimination 
13 * 
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eine Gleichung des 11n — 24°" Grades in Bezug auf die Coordinaten sein 
müsse; ohne aber die Darstellung dieser Gleichung selbst zu versuchen. Von 
eben diesen Gleichungen beginnend, habe ich die Darstellung der Eliminations- 
gleichung, befreit von jedem willkürlichen Factor, ausgeführt; und diese Dar- 
stellung, verbunden mit einigen allgemeinen Sätzen, welche aus der Form der 
resultirenden Function folgen, bilden den Inhalt der folgenden Betrachtungen. 


3. 
Wenn die Verbindungslinie von z und y im Punkte & die Oberfläche 
vierpunktig berühren soll, so müssen nach (4.). (5.) gleichzeitig folgende 
Gleichungen bestehen: 


u=0, Du=0, Du=0, Du=0, 


Ce,Yı + 63 Y2 + 6;Y3 + 6‚Yı = 0, 

oder die gesuchten Punkte x liegen auf der Schnitteurve von «== 0 mit der- 
jenigen Oberfläche, deren Gleichung durch die Elimination der y aus den vier 
Gleichungen 
C,Yyı + CY2- C;Y3 + C4Y4 =— 4, 
(7) Du = >uy;—=(, 

Du= Fu,yyı—(, 

D’u = Zu,,y;yıy, = 0 
hervorgeht. Da von diesen Gleichungen aber, in Bezug auf die y, eine vom 
zweiten, die letzte vom dritten Grade ist. so macht die Ausführung der Eli- 
mination besondere Betrachtungen nothwendig. Man kann sich zu diesem Ende 
zunächst die y aus den ersten drei Gleichungen bestimmt denken; es seien 
dann Yı, Ya, Y5, Yı und Yı» Ya» Ya» Yı die beiden Systeme von Lösungen. 
welche sich ergeben. Führt man diese Werthe in die Gleichung 

D’u = F(y) = 0 

ein, und bildet dann das Product 


8) Fir). Fi") = 0, 
so ist dieses die verlangte Eliminationsgleichung in ralionaler Form. 

Wenn man aber vorläufig die Veränderlichkeit der x aufser Augen 
läfst, so stellen die ersten drei Gleichungen (7.) zwei Ebenen und eine Ober- 
fläche der zweiten Ordnung dar, und zwar so dafs eine der Ebenen (Du = 0) 
zugleich Berührungsebene der Oberfläche zweiter Ordnung ist. Dieselbe schnei- 
det also die Oberfläche D’u= 0 in zwei geraden Linien; oder, analytisch 


a SS BT N a TER 






Win, 





n F y a ba ira A Be REN I ea ce a HE 
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ausgedrückt, man kann immer (und zwar auf unendlich viele Arten) vier 
Gröfsen &, &, f,, {, so bestimmen, dafs der Ausdruck 
(9.) Du-+(tyıtby: +by,41,y,) Du 

in das Product zweier linearen Factoren 
10) (myıtrytRByNtRy) Mt ey t my +Yyı 
F übergeht. Es ist sogar sehr leicht zu zeigen. dafs die ? nur den folgenden 
beiden Bedingungen zu genügen haben: 
Wa th +; ba, = —2(n—1). 

EU,tt, = 0, 






















wo die ÜU,;, die Unterdeterminanten von Z/ bezeichnen. 
Man erhält sodann aber unmittelbar die Systeme der y’, y” mit Hülfe 


der linearen Gleichungen: 


Zuy; = : =Sc,y; =, 
(11.) zuy;—=0, BP FR 
Zpy;—=0, =Zg:Y 3 ; a 


LU 


so dafs die y', y’ selbst als die Coefficienten der a in den beiden Deter- 


minanten 


a a U 0 RR 


(12) R=>t4aoup, R=z:+a0oug, 


betrachtet werden können. 
Nun kann man den Ausdruck D’w dargestellt betrachten durch die 


symbolische Form 


RENTE 


ea 


Ka 


= sobald man nämlich den Coefficienten « die symbolische Bedeutung beilegt. 
# dafs, nachdem der Ausdruck vollständig ausgerechnet worden, an die Stelle 
= von a;a,a, der entsprechende Differentialquotient 

4 o’u 


E: U: men 
(hm Or,0X, er 





33 . . . . 
7 gesetzt werden soll. Nimmt man diesen symbolischen Ausdruck an, so wird 
= die Eliminationsgleichung (8.) von der Form: 


Zta0o%pY. (Zt — 0, 
wo nach Ausführung der Rechnungsoperationen 
4;4; 4, —= b;b,b,. = Uzm 


zu selzen ist. Statt dieser Feb betrachte ich den für die a, 5 symmetrischen 
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ge 
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Ausdruck 

(13) {F+4,9,89. +5,’ +12 +5,,Wwp.3+ OU G —O, 
welcher durch die gedachten Substitutionen nur in das Doppelte des ersten 
Ausdrucks übergeht. Ich werde nun diesen Ausdruck entwickeln. und zwar 
zunächst um die noch unbekannten Coefficienten », 4 zu beseitigen. 


>. 
Es sei für den Augenblick 


=+46%U,P.2+b,0u;,4,. 
IP = F+40ug.2+50Up,;. 


| 


(14.) 


Dann nimm! die Eliminationsgleichung (13.) die Form an: 

(15) 9!=F’-+#= (F-{ bb) —-3FPy(F-+P). 
Die symmelrischen Ausdrücke #-+-& und F'& sind nun leicht darzustellen. 
Die Factoren in F' und & sind in Bezug auf die p, y linear, daher kann man 
den F, $ die Formen geben: 


F = ZIm;p;.Zn,gı; 
PP = Zn,p,.Zm,gr; 


wo die Werthe der m, n aus (14.) zu entnehmen sind. Hieraus folgt un- 


mittelbar 


(16.) 


F-$ = IFmn(p;n-+ Pprg)- 
AFP = IInm (pt pg)ZZEnn, (pH Ppig.)- 
wo nur noch gewisse Verbindungen der p, 4 vorkommen, und zwar genau 
dieselben, welche durch Gleichsetzung der Ausdrücke (9.) und (10.) un- 
mittelbar sich bestimmen, indem 

Pt GP = u, + tw ul, 
wird. Bemerkt man noch, dafs nach der Definition der »x, n oflenbar 


= +40,U,U, en 0. 


| 


Zzım;u; 
zn; u; — Z+b,c,u;,u, nn 0, 


so lindet es sich, dafs die Gröfsen £ aus (16.) ganz herausgehen, und dafs 
ı(F- Pb = FrFm,nu;, 
FB —= = Zm;müu,..22&n;n, Ux: 


Ferner aber folgt aus der blofsen Betrachtung der m, n, wie sie aus (14.) 


(17.) 
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hervorgehen. dafs man dem ersten dieser Ausdrücke die Gestalt geben kann: 











1 U Un U: U Gb CC, U) 
ie Be a a a | 
ia ii re a u | 
(18) FB = — |u %W% U Yu CC u, | 
bb 5000 
| u. aa —u au; —o—ırr ou —9 | 
m m GT Fa Zu | 
| während #'P in das Product zweier ähnlichen Ausdrücke übergeht, die man 
| aus diesem erhält, wenn einmal statt der 5 die «, das andere Mal statt der 
a die b gesetzt werden. 
Da im Folgenden Determinanten dieser Art fortwährend in die Rechnung 
eingehen, so werde ich der Kürze halber jede Determinante dieser Art dureh 
U Un Un Un 0% Pı Yı | 
U Un Us Ug %& [hr % | 
U Un U U 0 BY -- | 
(19.) ke z ; a = 4 %% Us Yu u Pr Yı -- E 
u ee | 
RE U TER Te 
Ei iu N | 
> bezeichnen. Dann ist der Gleichung (18.) zufolge: 
3 ac 5: j acu\fben 
; (20.) F- RR Eee ? dere! eu f P er ( e His, 6 ); 
i und die Gleichung (15.) nimmt die Gestalt an: 
‚4 ’ acuN\f Br ac beu 
(21.) ar be PIE b ns -3(), er | 


Die Aufgabe besteht nun zunächst darin, die e in einen dem ganzen Ausdruck 
Hierzu führt folgende Betrachtung: 


a: 
Ye REITEN pP 14 
TATEN EN 


semeinsamen Factor abzusondern. 


e“ A. 
& In Folge der identischen Gleichung 


1 | 
mn fu, + ur, 4 U303 4 ur} 








U; me 


GR 
293 




















u. 
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kann man in den Determinanten des Ausdrucks (21.) die Reihen «,, ı,, u;, u, 
mit Hülfe der übrigen Reihen vernichten, und es treten dann zugleich an die 
Stelle der Nullen, welche früher mit den %,, %,, a,. w, in gleicher Reihe 
gestanden, die Ausdrücke: 


d — Ad,X Mn 4- 4, X, +4; I, +- da; Lys 
22) b=bnbn,4bn, br, 
ee = ar + om +67, -+C,2;,. 


Auf diese Weise erhält man sogleich die folgenden Transformationen: 
= - med) -ul)be)+ab(”). 
2) Yan = - med) -2eli)+el), 
= me) -el)+r 


Da ich zunächst die symbolischen Substitutionen nur bei den « ausführen will. 
so vereinfache ich diese Ausdrücke, indem ich setze: 


d; = cb,— be,, 


14 


Ä 


so dafs also 

24) d=dotdntdatde, = 0, 
und hierdurch nehmen der erste und der letzte der Ausdrücke (23.), die ein- 
fachere Gestalt an: 


er ee 


und es geht dann die Gleichung (21.) über in: 


235) 0= ed) ale) a) FE) 2a ()+ a‘) 


Diese Form ist für die Ausrechnung sehr bequem. Nach Ausführung der 
symbolischen Substitutionen ist nämlich offenbar 


e—=n.n—1.n—?2.u—. 


(= — EU; 02,2, = —(n—2) ZU;xu,0@, = —(n—2)4.c, 


(26.) < ebenso 


a(t AL —4(n—2) 4, 


CM -R-96) 
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Wendet man diese Ausdrücke auf (25.) an, so kommt: 
(14a De el tan de) 3ean— 24h). 
(27.) | el) a(„)|je (a) 2ae(?)+« 16) 
= eG) +42) — (n—2)Acd(‘). 


Setzt man dies in die Gleichung (25.) ein und berücksichtigt die Gleichun- 


sen (24.), so scheidet sich der Factor c’ aus, und es bleibt 


s ’a\fı (a\” a\ fd 
(28.) Gi \d) [4 (4 -36)(9)]- 
Man bemerkt, dafs von dem Ausdruck (25.) nur der Coelficient der höchsten 
Potenz von ec übriggeblieben ist. 
Führt man jetzt, um diese Form weiter zu vereinfachen, für die d 


ihre Werthe aus (24.) ein, so hat man 


2) 0 = (Cl) -3 De) +] 


Dies ist wiederum dieselbe Form wie (25.), nur dafs die 5 an die Stelle der 
a, die a an die Stelle der d getreten sind. Die Gleichungen (27.) geben 


also. hierauf angewandt: 


le()-5(i)) = = (4) + 3(n—2) Sc’ GR )- 3ca (n—2) 4 27 
De Belt) 
un 10 hr „)+ 4’ (n —2) AC „) — (n—2) dca(! I 


In beiden Ausdrücken können endlich die letzten Glieder mit Hülfe von (26.) 


nochmals reducirt werden auf 
3(n—2)’Pe(l) und 4(n—2’Pe(f)- 
Führt man die so transformirten Ausdrücke in (29.) ein, so scheidet sich 


abermals ein Factor c’ aus, und es bleibt die verlangte Gleichung zurück, 


befreit von jedem überflüssigen Factor: 


b b y afbı\fuN\ 
06 lila 36)6)] 
Um nun mit Bequemlichkeit diesen Ausdruck in die gewöhnlichen Zeichen 


überzuführen, bemerke ich noch, dafs nach einem bekannten, von Herrn Hesse 
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oft angewandten Determinantensatze: 
1) = | 
Hierdurch kann man der Gleichung (30.) die Gestalt geben: 
3) 0 - 

Ich führe jetzt die beiden Covarianten ein: 
19 = -o). 
T--a) 
wodurch die gesuchte Oberfläche in 

33) F= 09-44AT = 0 


übergeht. Die Form © wird, wenn man für die (2) etc. ihre Werlhe ein- 


(32.) 


\ 


setzt: 
(34.) 0 = 3525 U; U „. U,, Up Umngs 


und wenn man noch durch 4, den Differentialquotienten 
1, — 04 


p X, 
bezeichnet, erhält man die sehr einfache Gestalt: 
35) 90= ZU,4,4,. 


— 2,0, U;kp 





Diese Form ist vom (11r — 24)“ Grade. 
Die Function 7’ scheint im Allgemeinen keiner so einfachen Gestaltung 


fähig. Bezeichnet man den zweiten Differentialquotienten von 4 nach den 
Elementen %;;, %,. (wobei ;, von %,; unterschieden werden mufs) durch Ü,;, „.; 


so erhält man unmittelbar 

(36.) f =SU,, U; mn Up Umng > 
ein Ausdruck, welcher vom Grade 5 (n—2)+2(n—3)=17n—16 ist. Für Ober- 
flächen dritter Ordnung insbesondere, wo %;,, U, eonstante Zahlen sind. 


ist hiernach 


(#.) = ZUM 
2 
wenn 4,, den zweiten Differentialquotienten In. bezeichnet. 
P9 OXrpOX, 


Man kann also jetzt den Satz aussprechen: 
Die Berührungspunkte der vierpunküig berührenden Tangenten 
liegen auf der Schniltcurve von u mit einer Oberfläche der (11n— 24)“ 
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Ordnung, deren Gleichung durch 
F' = —447T = 0 


ausgedrückt ıst. 


>. 


Es ist schon oben erwähnt, dafs die Schnilteurve von F' und x noth- 
wendig Doppelpunkte besitzt; solche Punkte nämlich, in welchen beide Haupt- 
tangenten vierpunklig berühren. Indefs scheint es sehr schwierig, diese 
Punkte genau zu bestimmen, oder auch nur die Zahl derselben anzugeben. 
Man kann indefs leicht unendlich viele Oberflächen angeben, welche die Eigen- 
schaft haben, durch diese Punkte hindurchzugehen. Erinnert man sich der 
Gleichung (8.), so ist es offenbar für diese Punkte nothwendig, dafs zugleich 
F(y)=0 und #(y’)=0, oder dafs in der symbolischen Ausdrucksweise 
nach (12.) Zt? und #2” gleichzeitig verschwinden. Wendet man dies auf die 
Gleichung (13.) und die daraus folgenden an, so zeigt es sich, dafs der Aus- 
druck (13.) elc. schon verschwinden mufs, sobald nur für die a die sym- 
bolische Substitution geschieht, während für die 5 irgend eine andere 


symbolische Substitution 
b;6,b, — b 


ausgeführt werden kann, wo die d;,, irgend welche Werthe bezeichnen. Wenn 
man daher die Gleichung (28.) in dieser Weise betrachtet, so kann man die- 
selbe als Gleichung eines Oberflächensystems ansehen, welches noch die will- 
kürlichen Constanten 6, e enthält. Diese Oberflächen sind dann vom (10n—18)'"" 
Grade. Man kann also unendlich viele Oberflächen des (1\On—18)'" Grades 
angeben, welche durch die Doppelpunkte der Schnitteurve von F und u 


ik m 


hindurchgehen. 


6. 


Sehr bemerkenswerth ist der Zusammenhang der Oberfläche #=0 
mit der Oberfläche +/=0. Man erkennt nämlich leicht, dafs die Ober- 
flächen F—0 und 4—0 sich in einer Curve berühren. 

Die Gleichung F== 0 redueirt sich für ihren Schnitt mit Z=0 auf 

= 0 = ZU .d,d.. 

Erinnert man sich nun einer bekannten Formel, so kann man die fol- 

gende identische Gleichung bilden, in welcher &,, &%, &,. «a, beliebige, etwa 


constante Gröfsen bezeichnen mögen: 
14 * 
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Un Un U; U; I, 0 

U Un Us U, A, O5 

P U; Up U; U, A, 0; 
Un Un U; U, I, 








re 

















U, Un U; U; A,| |U,, Un U; U, 0, U Un U; U; | 
Un, Un Ur Un Ar| |Urı Un Un; U, 0; U; Un U; U, 0 
— U; Up U U Az|-|U; Up U U O3|— U; Up U U 03]; 
U; Up Up Ua Az! U, Up U; U, 0, U Up U; U, 0, 
A, 4, 4, d,d) | % % © 0 7. er Bu An 





oder nach der oben eingeführten Bezeichnung: 
Am AN ._.. 1AN/e AN? 
ler Dar? = en 2’ 
4 u. 
un 
durch den Schnitt von / und © geht also auch die Oberfläche ;. welche 


zwei unendlich nahe Schnittcurven oder eine Berührungscurve durch das 
Quadrat andeutet. Da nun ()=0 eine Oberfläche des (7”n—15)'” Grades 


Nun ist 


darstellt. so hat man den Satz: 
Die Oberfläche F—0 wird von der Oberfläche 4—0 in einer Curve 
berührt, durch welche sich unendlich viele Oberflächen des (Tn—15)'" 
Grades hindurchlegen lassen. 
Die Schnittpunkte dieser Curve mit der Oberfläche «= 0 sind in vieler Hin- 
sicht bemerkenswerth. Sie sind einerseits diejenigen Punkte der Curve 0, 
u=0, in welchen beide Haupttangenten zusammenfallen, weil diese Eigen- 
schaft allen Punkten der Curve /=0, u=0 zukommt; andrerseits aber 
sind sie die einzigen Punkte, in welchen die Curve der Wendepunkte 
(4—=0, u=0) eine Curve der Haupttangenten berühren kann. Sucht 
man nämlich diese Punkte auf, so müssen in denselben die Gleichungen (1.). 
(2.) für die Richtung der Haupttangenten zusammen mit 


d4 = A,da, + 4,da, + 4,da,-- A,dı, = 0 


bestehen. Eliminirt man nun aus diesen Gleichungen die Verhältnisse der da, 





ER RE TEN 























Clebsch, zur Theorie der algebraischen Flächen. 





so erhält man 








Un Un U; U; I U, k 
Un Un U U A U, Kr 
U; Up U U, I, U, k; 
Be I, Bi A U Ar 











”- Pe. ur pr Pen; Da m 
u ui m: OD 
ER EEG 


Reducirt man aber diese Determinante mit Hülfe der Gleichung 





















(n—1)u; = un, 4 Wr - uUz03 4 Ur, 





und bemerkt, dafs #=-0, so erhält man unmittelbar 
= 09.(khr, +, +2; kr) = 9; 
so dafs die Schnittpunkte von =0, 0=0, u=0 wirklich allein die ge- 
dachte Eigenschaft haben. 
Der oben ausgesprochene Satz giebt nun aber, angewandt auf die 







Curven, welche sich auf der Oberfläche = 0 darstellen. den Satz: 

Die Curve der Wendepunkte berührt die Curve der Berührungs- 
punkte vierpunktiger T’angenten überall, wo sie derselben begegnet; und 
zwar geschieht dies in 2Zn(n — 2) (11n — 24) verschiedenen Punkten. 

Die angebene Zahl folgt daraus, dafs die Oberflächen u —=0, (=, 
F=0 sich nothwendig in n.4(n—2).(11n—24) Punkten treffen, also in halb 
so viel Punkten sich berühren müssen. 

Ferner aber: 

Durch diese Punkte lassen sich unendlich viele Oberflächen &) 
der ((n—15)'" Ordnung hindurchlegen. Diese schneiden die Curve der 
Wendepunkte noch in 


4n (n— 2) (7n —15) — 2n(n — 2) (11n — 24) — 6n(n — 2)' 
und die Curve der vierpunktigen Berührungen in 
n (?n —15) (11n — 24) — ?n (n —2) (11n— 24) — n(5n — 11) (11n — 24 

andern Punkten. In diesen Punktsystemen wird jede der beiden Curven 
durch andere Curven berührt, welche sie aufserdem nicht mehr schneiden, 
nämlich 

die Curve der Wendepunkte durch den Schnitt von u— 0 mit der 
Oberfläche 3(n—-2)'" Grades (dj 0. 
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die Curve der vierpunktigen Berührungen durch den Schnitt von 
u—(0 mit der Oberfläche des (10n —22)'" Grades » A). 


Als Corollar ergiebt sich, da jede etwa in der Oberfläche «—=0 ent- 
haltene Gerade nothwendig zugleich der Oberfläche #'== 0 angehört, und mit 
der Oberfläche S—=0 4(n—?2) Punkte gemein hat, der merkwürdige Satz: 

Wenn eine Oberfläche eine gerade Linie enthält, so ist dieselbe 
2 'n —2)fache Tangente der Curve der Wendepunkte. 

Hieraus geht sodann der folgende Satz unmittelbar hervor: 

Kine Oberfläche n’” Ordnung kann im Allgemeinen nicht mehr als 
na 11m —24) gerade Linien enthalten, da die Anzahl der Berührungspunkte 
aller Geraden mit der Wendepunktscurve im Allgemeinen nicht gröfser sein 
kann als 2n(n —2) (11n —24). 


ct 


{ine andre Art von merkwürdigen Punkten der Curve !'=0, u — (0 
bilden diejenigen. in welchen eine fünfpunktige Berührung möglich ist. Für 
diese Punkte mufs aufser den Coefficienien v, Du, D’u, D’u in der Glei- 
chung (5.) auch noch D*u verschwinden, d. h. aufser den Gleichungen (7.) 
mufs noch diese bestehen: 


D’ru = Zum YiYıYıYm =. 

Man kann alsdann eine Oberfläche suchen, welche sich mit #— 
“(0 in diesen Punkten durchschneidel; und zwar indem man genau wie 
oben in $. 2 verlfährt, nur dafs man an die Stelle von D’u die Function D*u 
treten lälst, und sie in der symbolischen Form 

Du= (ay+@y+%y7 4Wy.) = (byız »y:4 by; + dy4)' 
darstellt. Durch eine Rechnung, welche der oben durchgeführten ganz analog 


ist. gelangt man dann leicht dazu, aus der entstehenden Gleichung den Factor 
c’ abzusondern; und das Resultat ist: 


= e- 
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In dieser Gleichung bezeichnet, wie oben, () den Ausdruck 
(} —= — IU,ab,, 


und ähnlich die übrigen Gröfsen; nachdem diese Werthe eingeführt worden. 
hat man wieder die symbolischen Substitutionen 


d; A; dA, (n =—— b;b, b, b Sn U;khm 


vorzunehmen, und gelangt dann zu der endlichen Darstellung, welche daraus 
ohne Weiteres hinzuschreiben ist. Diese Gleichung ist vom 14n— 30°" Grade; 
und es scheint nicht möglich, den Grad der Gleichung noch weiter zu er- 
niedrigen, um die willkürlichen Constanten e vollends zu beseitigen. Es dürfte 
daher auch unmöglich sein, die fraglichen Punkte als vollständige Schnitt- 
punktensysteme dreier Oberflächen darzustellen. 


5. 


Für die Oberflächen der dritten Ordnung erhält man aus den obigen 
Sätzen einige bekannte Resultate. Da jede gerade Linie, welche mit der 
Oberfläche dritter Ordnung vier Punkte gemein hat, noilhwendig ganz in der- 
selben liegt, so mufs die Curve der vierpunktigen Berührungen nothwendig in 
gerade Linien zerfallen. Und da F' hier vom neunten Grade wird, so ist die 
Anzahl der entstehenden Linien 27. Die Oberfläche F= 0 kann in Bezug 
auf dieses Problem genau ebenso verwandt werden wie die Oberfläche A —(0. 
welche Herr Schläfflt zu diesem Zwecke betrachtet hat, und welche, im All- 
gemeinen von viel höherem Grade, die aus doppelt berührenden Ebenen ge- 
bildete abwickelbare Fläche darstellt, für die Oberflächen dritter Ordnung aber 
gleichfalls durch jene 27 Geraden hindurchgeht. 

Die Punkte, in welchen diese geraden Linien die Curve der Wende- 
punkte berühren, und deren Anzahl nach $. 6 2n (n—2)(11n—24) — 54 ist. 
hat Herr Steiner Asymptotenpunkte genannt, und viele merkwürdige Eigen- 
schaften derselben entwickelt. 

Ich bemerke hier nur noch ein Resultat, welches von analytischem 
Interesse sein kann. Bezeichnet man die Oberfläche F', insofern sie einer 
Oberfläche « entspricht, durch F'(w), und sind a, 5 zwei Functionen, welche 
den Ausdruck 

au-bF(u) 


homogen machen, so stellt dies, gleich Null gesetzt, eine Oberfläche dar, welche 
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durch die 27 Geraden von x hindurchgeht. Bildet man jetzt die Gleichung 

F(au-bF(u)) —= 0, | 
so muls die hierdurch dargestellte Oberfläche nothwendig ebenfalls durch jene 
Geraden hindurchgehen, d. h. es mufs »dentisch 


F(au+bF(u)) = «au-PF(u) 
sein, wo a, p zwei von a, b abhängige FKunctionen bezeichnen, ein Salz, 


welcher mit dem Fundamentaltheorem in der Theorie der Curven dritter Ord- 
nung eine merkwürdige Analogie zeigt. 


Carlsruhe. den 11" März 1860. 
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Ueber eine Transformation der homogenen Functio- 
nen dritter Ordnung mit vier Veränderlichen. 


(Von Herrn A. Ölebsch zu Carlsruhe.) 





Her: Steiner hat im 53°“ Bande dieses Journals, p. 139 eine Reihe 
von Sätzen angegeben, welche sich auf die von ihm Kernfläche der Oberfläche 
dritter Ordnung genannte Fläche beziehen. Diese Kernfläche ist, wie man 
leicht erkennt, nichts Anderes als die Hessesche Determinante; und unter 
diesem Gesichtspunkt zeigt es sich. dafs die gedachten Sätze der Ausdruck 
für die algebraische Transformation einer homogenen Function dritter Ordnung 
mit vier Veränderlichen in die Summe von fünf Cuben ist, wobei dann zu- 
gleich die Determinante eine überraschend einfache Gestalt gewinnt. und die 
angeführten Sätze von selbst sich ergeben. Wenn man ferner bemerkt. wie 
aus den S/einerschen Sätzen sich ergiebt, dafs jene Transformation nur auf 
eine einzige Weise geleistet werden kann, und dieselbe also nur auf eine 
Gleichung des fünften Grades zurückführen kann, so erhellt sogleich die innere 
Wichtigkeit dieses Transformationsproblems, auch gegenüber den schönen 
vielfach angestellten Betrachtungen über die geraden Linien auf der Oberfläche 
dritter Ordnung, deren entsprechende Transformation auf vielfache Weise 
geleistet werden kann, und von einer Gleichung des 27°" Grades abhängt. 
Ich werde zunächst den analytischen Weg angeben, der zu den Steinerschen 
Sätzen führen kann, und sodann die Bildung der Gleichung fünften Grades 
angeben, welche zugleich über die Invarianten der betrachteten Functlionen 
einige merkwürdige Andeutungen giebt. 


1. 


Es sei u„=0 die Gleichung einer Oberfläche dritter Ordnung. auf 
homogene Coordinaten bezogen. Sodann seien eben diese Coordinaten für 
einen Punkt der Oberfläche &,, 2. 23, X,, für einen beliebigen andern Punkt 
Yıs Yas Y3s Ya Legt man von dem Punkte y aus einen Berührungskegel an 
u, so ist die Bedingung dafür, dafs x auf der Berührungseurve liege, bekanntlich 


(1.) Zu,y; =. Ö, 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 2, 15 
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durch die Indices von « immer Differentialquotienten nach den entsprechenden 
x bezeichnet. Die Gleichung (1.) stellt aber in Bezug auf & überhaupt eine 
Oberfläche zweiter Ordnung dar, die erste Polare des Punkies y. Damit 
diese Oberfläche ein Kegel sei, müssen die Differentialquotienten des Aus- 
drucks (1.) nach den & gleichzeitig verschwinden können, so dafs 


uUıyıt daya + u Y3 + Uuy; —=(, 
(2.) U Yıt UnYa-t UY; + UuYyy 0, 
Us. Yı _- Uznyr -- U33Y3 + UzYa 0, 
Unyıt Uoyıtusys+ U4yYı = 0. 
Hierin bezeichnen dann die x die Coordinaten des Scheitels für diesen Kegel. 
Da man aber offenbar in den Gleichungen (2.) die y mit den x vertauschen 
kann, ohne dafs die Gleichungen sich ändern, so zeigt sich, dafs umgekehrt 
die erste Polare von & wieder ein Kegel sein mufs, dessen Scheitel in y 
liegt. Dieser Eigenschaft wegen hat Herr Steöner derartige Punkte y, x 
reciproke Pole genannt. 
Aus (2.) folgt aber ohne Weiteres 
3.) I2S= FZtudtladtlzUn —= 0; 


der Ort der reciproken Pole ist daher die Hessesche Determinante, von Herrn 
Steiner Kernfläche genannt. 

Bezeichnet man ferner durch U;, die Unterdeterminanten von 7, durch 
&ı, &ps Os, 0, beliebige Gröfsen, so kann man die Auflösungen der Gleichun- 
gen (2.) in folgender Gestalt darstellen: 


Yı = & U,, + 0 U.-- 03 U; + O4 U 
(4.) ya 0 U, + Un+ 0; U, +0,04, 
Js = U, +9, U, +; U,;,+0,U;,, 
Yı = 0 U,-+ VAL LPR + 03 U,+o, U. 
Diese Gleichungen begründen einen merkwürdigen Satz, welcher, wie ich 
glaube, neu ist. Man erhält nämlich daraus unmittelbar die Gleichung 


I, I, I, un YıyıYa = EL Fm En Zp Urn m np Um Urn Urp- 
Wegen der Gleichung #==0 ist aber 
UnUp = Un, 
und daher ist obiger Ausdruck auch gleich 
Z,2,0,0,0,,.2; 2,3, Im Uun&m Um Urn: 


| 


| 


» 
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Bezeichnet man endlich noch durch 4; den Differentialquotienten von 4 nach 


x;, so ist noch 
PIPT U;, Un = A:; 


und demnach stellt sich die obige Gleichung in der folgenden Form dar: 
3 2, 2, UmYıyıyYı = 22,0, U, Z; mm I; Uni: 
Betrachtet man jetzt den besondern Fall, wo die linke Seite verschwindet. 
also wo y in der Oberfläche «0 liegt, so mufs auch die rechte Seite ver- 
schwinden. Der erste Factor rechts aber, welcher gleich 
ÜyıtT ayp+%y3+0,Y; 

ist, kann offenbar immer durch passende Wahl der « so eingerichtet werden. 
dafs er nicht verschwindet. Daher bleibt nur der zweite Factor übrig. und 


es mufs also 
2;2,0n4; ni 0 


sein. Ich habe in der vorangehenden Abhandlung bewiesen, dafs dies die 
Gleichung einer Oberfläche ist, welche durch die Berührungscurve von J=0 
und #==0 hindurchgeht, durch #0 die im gedachten Aufsatz entwickelte 
Oberfläche bezeichnet, welche #=0 in den Orten der vierpunktigen Berüh- 
rung schneidet. Man hat daher das Theorem: 

Wenn von den reciproken Polen der eine in der Wendecurve 
(I=0, u=0) liegt, so liegt der andre auf der Berührungscurve von 
A—=0 mit F—=0; und umgekehrt. 

Die Beziehung dieser beiden Curven, dafs sie einander berühren, wo 
sie sich treffen, habe ich a. a. O. bereits entwickelt. Hier zeigt sich ein 
neuer Zusammenhang; und den obigen Beweis und Satz kann man ohne 
Weiteres auch für algebraische Flächen beliebiger Ordnung folgendermalsen 
ausdrücken: 

Wenn die erste Polare ein Kegel werden soll, so ımufs die Spitze 
desselben auf der Determinantenfläche liegen, der Pol aber auf einer 
andern Fläche, welche durch Elimination der x aus den Gleichungen (2.) 
erhalten wird. Lieyt sodann der Pol insbesondere auch auf der Fläche 
u—=(, so liegt die Spitze des Polarkegels in der Berührungscurve von 
4 =, FO. 

In Bezug auf die Oberflächen dritter Ordnung aber folgt ferner, dafs. 
wenn ein Pol im Schnitt von uv=0, 4J=0, F==0 liegt, also einer der 
54 Berührungspunkte der Curven u=0, 4=0, und uv=0, F=0 wird. 


nothwendig der reciproke Pol ebenfalls einer jener 54 Punkte sein mufs; oder. 
a" 
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nach dem von Herrn Steiner eingeführten Ausdruck, dafs die Asymptoten- 
punkte paarweise reciproke Pole sind; ein Satz, welchen Herr Steiner a.a.O. 
gegeben hat, und auf welchen ich weiter unten Gelegenheit haben werde zu- 
rückzukommen. | 

Sodann aber sind diejenigen reciproken Pole vorzugsweise von Be- 
deutung, für welche die Ausdrücke der y in (4.) unbestimmt werden. Die 
Gleichungen 

U, = 0 

können nämlich sämmtlich mit einander bestehen, indem, wie Herr Steiner 
angiebt, zehn solche Pole existiren, deren reciproke Pole sich in zehn gerade 
Linien ausbreiten. Auf diesen Umstand beziehen sich die folgenden Trans- 
formalionen. 


3. 
Bezeichnet man durch «;,= 4u;;, den Coefficienten von x;2,x, in 
a, so kann man immer « in der Form darstellen: 


5.) uw= Zr rau.000, = A+ 4444 44 4;, 
wo die linearen Ausdrücke 
(6.) 4, = OK + Ayla + 75 + OyT; 

in geeigneter Weise zu bestimmen sind. In der That ist zur Ausführung 
dieser Bestimmung die gehörige Zahl von willkürlichen Constanten « vorhan- 
den. Ich werde zunächst zeigen, dafs die Transformation nur auf eine einzige 
Weise geschehen kann. Zu diesem Ende mufs ich die Determinante und die 
Unterdeterminanten derselben für die transformirte Function bilden. Um 


die Bildung zu erleichtern, mag folgendes Lemma vorausgeschickt werden: 
Sind 2, 225... 2n,ı lineare Functionen von &,, X, ... %,, so dafs 


2; = Od, + 02;X, + . Oni Uns 
und ist demnach tdentisch 
f(Z1, 223 +. Zarı) = PlIıy Dry. En)» 
of o’f 


so ist auch identisch, wenn fı = gesetzt wird: 


O2, PR de, 
fu fız fis Arche Fınzı k, 
k; 


a 
ar Br: Bart Pu Pi Qı 














(7) rn LT Rn Pa Pr »++» Pan 
Ss Fa Ar Fehr a: 2: in; 1 
ar Ge Gere er Maar ara 
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wo die k die n+1 Determinanten bezeichnen, welche aus den n--1 Coe/- 
fieientenreihen « zusammengesetzt werden können, und welche die Glei- 


chung erfüllen 
8) AKaıtkhat th = (0. 
Die Gleichung (7.) ist leicht einzusehen, denn es ist offenbar 
pa = EL onn im in» 
Nach einem bekannten Salz ist also die Determinante der %;, gleich 
SEF hi, 

wo die F’„„ die Unterdeterminanten des Systems der f,, darstellen. Diese 
Form ist aber nur eine andere Schreibart für die linke Seite der Gleichung (7.). 


Dies vorausgeschickt, ist augenblicklich 














4,000 0% 
u Un Ur Yin "2.9. 0 0 

(8°.) u Ur Un Urs Un  " 00400% 
U; U U Uz VB. O KM 
la. U Us U 00004, 4 
ID 





wenn man die A an die Stelle der 2 treten läfst, und daher die identische 


Gleichung festseizt 
Cıı Ay Ay Ay A, 


Op Op Ay Up A, 


(9.) 0 —= k, 4, + ki, A; + k, A; + k, A,+ k,A,—=|0,; 03 (3; Oy A;|- 








O5 On; Oz; Ol A,| 
Die obige Form zeigt aber dann leicht die ausgerechnete Gestalt: 


10) = KA4AA+EAAAAHRAAA At 
Um auf gleiche Weise die Unterdeterminanten von / zu bilden, betrachte ich 


die Function 


ur ılPıwı + Pre Ps + PıRı). 
Die Determinante dieser Function in Bezug auf z,, ©, 25, X, 4 ist 
Un Ur Un Ua Pı 
Ur Un Un Ur Pr 
U Up Us U | = — ES U,P:Pr; 
U Urn Us Us P; 


Pı Pr Ps P, 0 
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so dafs also die Coefficienten der P;P, die Unterdeterminanten angeben. 
Betrachte ich jetzt in dem Lemma als die beiden Reihen von Veränderlichen 
die Gröfsen 

I, ed A, ... 2, 
so findet sich 


(11.) ZEU,P:;Pß, = 6°, 








durch 4, %2, . .. irgend ein System von Constanten bezeichnet, welches der 
Gleichung 
(12.) Pat ßer2+ a yı Aı+p 4: + 
identisch Genüge leistet. Dieses System ist nicht ganz bestimmt; die Unter- 
schiede verschiedener Systeme sind aber den A proportional, was bei der 
Form der rechten Seite von (11.) ohne Einflufs bleib. Da ferner die 
ganz beliebige Gröfsen bezeichneten, so kann auch ein solches System der y 
ganz beliebig gewählt werden. 
Die Ausführung der Determinante (11.) liefert dann die Form: 


(13.) ZEU,Pß;ß, us: (ya — ph) A; A,At-, 
wo nur ein Ausdruck als Repräsentant von zehn ähnlichen Ausdrücken hin- 


geschrieben ist. 
Diese Form zusammen mit (10.) zeigt nun aber, 


1. dafs die zehn Schnittlinien der Ebenen 
„= Aueh ... u=0 
ganz in der Fläche 4 —=0 liegen, da bei dem Verschwinden von 
je zweien derselben auch 4 verschwindet, 


dafs für die zehn Schnittpunkte je dreier dieser Ebenen nicht 
blos 4, sondern auch sämmtliche Unterdelerminunten verschwin- 
den, da der Ausdruck (13.) dann identisch zu Null wird. 


Endlich folgt aber auch, dafs eben dies für keine andern Ebenen mög- 
lich is. Denn da in (13.) die Coefficienten aller Producte zweier y ver- 








0 


u a Re 
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schwinden müssen, so sieht man, dafs nothwendig die zehn Producte 
4A,4,4;, etc. 

gleichzeitig für die betreffenden Punkte gleich Null sein müssen; was wieder 
nur möglich ist, wenn drei der A gleichzeitig verschwinden. Es giebt also 
wirklich nur fünf Ebenen A, welchen die Eigenschaft zukommt, dafs ihre 
Schnittlinien ganz in 4 liegen, und dafs ihre Schnittpunkte auch die Unter- 
determinanten zu Null machen. Hierdurch ist einerseits bewiesen, dafs die 
obige Transformation nur auf eine Weise geleistet werden kann. Andrerseits 
aber enthält das Obige den analytischen Beweis für die Steinerschen Sätze 
über das Pentaeder der Ebenen A. Die Schnittpunkte der Ebenen sind solche 
Pole, deren reciproke sich in gerade Linien auflösen; sie sind zugleich Knoten- 
punkte von 4, weil aufser 4 auch 

die 4;, als lineare Functionen der ”- 
U,,, verschwinden. Durch jeden Pol \ 
gehen drei der entsprechenden Ge- | 
raden; auf jeder Geraden liegen drei 
der entsprechenden Pole. Diese Ver- 


hältnisse werden in der beistehenden RL 

Figur anschaulich, in welcher die fünf | N | 

Ebenen durch die Zahlen 1, 2,3, 4, 5, PN Se 8 

ihre Schnittpunkte durch 123, etc. be- | ee 

zeichnet, und nur diejenigen zehn De [ie u 
” \ —y 


Linien gezogen sind, welche der 


Oberfläche / angehören. 
Man kann diesen Betrachtungen andre hinzufügen, welche mit den Co- 


varianten von % in Zusammenhang stehen. Von diesen habe ich aufser 4 
zwei andere betrachtet, welche durch die Gleichungen 

(14) 0 = FrU,4;4,, 
T = F3rU,4; 
gegeben sind; und aus denen sich die Function 

(15)  F= 0—-44T 

zusammensetzt, welche gleich Null gesetzt, durch ihren Schnitt mit u = 0 
die Orte der vierpunktigen Berührungen liefert. Diese beiden Covarianten 


sollen nunmehr gebildet werden. Zunächst entsteht ©, wenn man in (13.) 
die £; durch die 4; erseizt; oder, was dasselbe ist, wenn man für die y; die 
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Differentialquotienten 


04 
(16.) Yi = 94; —— V; 


einführt. Dadurch erhält man für © die Form: 
(17) 0= 6’(k,V; — kV) 44,4, +. 
wo nur ein Term statt zehn ähnlicher hingeschrieben ist; und wo 
18) Vı = 6°(34,4,4,+4+4,4,4,+ 634,4, 4,4 K2A, 4, A,), 
u. Ss. w. 
Der Ausdruck von 7" findet sich leicht, wenn man bemerkt, dafs 7' der Coef- 
ficient von A in der Determinante von #44 ist. Bezeichnet man daher 
durch V,; den Ausdruck 


0°4 
Ya= g432° 
wo dann 
(19) Vı=Va—=0, Va = 63 A, 4,454, 4,+ 34, A,), u. Ss. w.; 
so erhält man aus (8°) sehr leicht die Gestalt: 


(20.) T= —-6°.2 (A, 4,4, h,h,V; + ...), 


wo ein Term als Repräsentant von zehn verschiedenen hingeschrieben ist. 

Betrachtet man jetzt einen Punkt, der von dem Schnittpunkt der Ebenen 
4,=0. 4,=0, 4,=0 unendlich wenig entfernt ist, so dafs die Ausdrücke 
A,,. A;, 4, unendlich klein von der ersten Ordnung werden. Dann wird 
auch 7 unendlich klein von der ersten Ordnung, 4 von der zweiten und 9 
von der dritten. Die Oberfläche 7’== 0 geht daher einfach durch den be- 
trachteten Punkt, indem, beiläufig bemerkt, ihre Tangentenebene durch den 
Schnitt von A, und A, geht; die Oberfläche = 0 hat in eben diesem Punkte 
einen Knotenpunkt, welcher sich einem Kegel der zweiten Ordnung anschliefst; 
die Oberflächen 9—=0 und F'==0 aber haben. indem sie durch denselben 
Punkt gehen, Knotenpunkte, welche sich Kegeln der dritten Ordnung an- 
schliefsen.. Man kann also den Satz aussprechen: 

In den zehn Ecken des Pentaeders schneiden sich die Oberflächen 
T=0, 4—0, 9=0, F=0; und zwar sind diese Ecken für 4 Knoten- 
punkte, wo sich die Oberfläche einem Kegel der zweiten Ordnung, für 
9 und F aber solche, wo sich diese Flächen Kegeln der dritten Ordnung 
anschliefsen. 

Da ferner, wie ich gezeigt habe, die Oberflächen #=0, 4=0 oder 
9=0, 4==0 sich längs einer Curve berühren, so folgt, dafs in eben diesen 
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zehn Punkten der Berührungskegel von 4 jeden der Berührungskegel 
von 9 und F in drei verschiedenen Seiten berühren mu/s, wovon man 
sich auch leicht direct überzeugt. Und endlich also, dafs für die Berüh- 
rungscurve von 4 mit F' oder mit © jede Ecke des Pentaeders ein drei- 


facher Punkt :st. 
3. 


Mit Hülfe der Invariantentheorie ist es nun möglich, die Gleichung 
fünften Grades wirklich aufzustellen, von welcher die Transformation (5.) ab- 
hängt. Die Hauptzüge einer solchen Theorie sind in der Abhandlung des 
Herrn Aronhold „über die homogenen Functionen drilten Grades von drei 
Veränderlichen” (dieses Journal Bd. 55, p. 97) implicite enthalten; und ich 
mufs zum bessern Verständnifs des Folgenden einige Betrachtungen allgemeiner 
Natur vorausschicken, auf welche mich ein sorgfälliges Studium jener Ab- 
handlung geführt hat, und welche, wie ich glaube, mit zu den Quellen gehören, 
aus welchen die schönen Untersuchungen des Herrn Aronhold gellossen sind. 

Es sei F' irgend eine ganze und rationale Grundform einer homogenen 
Function f von beliebig hohem Grade mit beliebig vielen Veränderlichen; wo- 
bei es ganz gleichgültig ist, ob F'eine Invariante, Covariante, zugehörige Form 
oder Zwischenform ist. Ist dann « ein Coelficient von f; 5 der entsprechende 
einer ähnlichen Function , so ist offenbar 

oF 
20; 
die Summe über alle Coefficienten ausgedehnt, simultane Grundform von f 
und 95; und sie geht, wenn jedes 5 dem entsprechenden « gleichgesetzt wird, 
in F' über, multiplieirt mit einer reinen Zahl. 

Selzt man dies Verfahren fort, indem man immer nach den « diffe- 
rentiirt und als Incremente die Coelfficienten einer neuen Function von der- 
selben Ordnung und Anzahl der Veränderlichen einführt, so erhält man zuletzt 
eine simultane Grundform für « Functionen von gleicher Ordnung und gleich 
viel Veränderlichen, welche, wenn « gleich dem Grade von #’ in Bezug auf 
die a ist, in Bezug auf die Coefficienten sämmtlicher Functionen linear ist, und 
aufserdem die Eigenschaft besitzt, in #, multiplieirt mit einem Zahlenfactor. 
überzugehen, sobald man die « Functionen sämmtlich in f übergehen läfst. 

Für diese « Functionen darf man aber ohne Zweifel, wenn n der 
Grad von f ist, die n' Potenzen von ebensoviel linearen Ausdrücken 

B=bun+bn+-- 


Journal für Mathematik Bd. LVIII. Hett 2. 16 
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setzen; und bildet man dann die simultane Grundform [F'] für diese n“" Po- 
tenzen, so erhält man daraus #" durch eine symbolische Substitution, wenn man 
die Producte von » der 5 durch den entsprechenden Coefficienien @ ersetzt. 

Die Grundform [F] ist offenbar zugleich simultane Grundform für die 
« linearen Ausdrücke 3 selbst. Wendet man nun auf eine solche Grundform 
die nämlichen Betrachtungen an, wie oben auf F', so zeigt es sich, dafs [F' 
nothwendig auf rationale Weise aus solchen Grundformen der B zusammen- 
geselzt sein muls, welche in Beziehung auf die einzelnen d linear sind. 

Solcher Grundformen giebt es inzwischen, wie die unmittelbare Be- 
trachtung lehrt, nur vier Arten: Covarianten, welches die B selbst sind; 
eine Zwischenform, nämlich 

ur td; 
Invarianten, welche die aus den verschiedenen D zu bildenden Determinanten 
E+bb,b;... 
sind; zugehörige Formen, welche aus den leiztern enistehen, sobald eine 
Reihe der 5 durch die Veränderlichen u ersetzt wird. 

Und dies führt ohne Weiteres zu dem Fundamentaltheorem: 

Jede rationale und ganze Grundform wird erhalten, wenn man 
Aggregate der Producte der obigen vier Gestalten bildet, so dufs aber in 
Jedem Producte jede Art der b nmal erscheint; und wenn man sodann für 
die Producte gleichartiger b die entsprechenden Coefficienten a einführt. 


A. 

Wendet man dies Theorem insbesondere auf die Invarianten der ho- 
mogenen Functionen dritter Ordnung mit vier Veränderlichen an, so zeigt 
sich, dafs, wenn man die linearen Ausdrücke 

40, ++ 
br, —bm+ 
Zi 12 7 ui 


betrachtet, sämmtliche Invarianten unter das Schema 
Z+ab,c;d,Z+efg;hr... 
fallen, wo jede Reihe a, 5, c etc. dreimal erscheinen mufs, und wo durch 
eine symbolische Substitution 
4;4,0, = b;b,b, = — Ay, 
zu setzen ist; oder dafs wenigstens alle ganzen und rationalen Invarianten sich 


“ 8; LE), 1 En ee 
re “ 
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aus Invarianten dieser Art auf rationale Weise zusammensetzen. Und die An- 
zahl der mit einander multiplieirten Determinanten mufs dann offenbar, weil jedes 
a, b, ... dreimal vorkommen mufs, eine der Zahlen 3, 6, 9:... sein, wodurch 
man die Invarianten der Ordnungen 4, 8, 12, ... in Bezug auf « erhalten würde. 
Ich werde jetzt zeigen, dafs es keine Invarianten der Ordnungen 4, 12, etc. geben 
kann, und dafs sich überhaupt alle aus fünf Invarianten. welche einzeln von 
den Ordnungen 8, 16, 24, 32, 40 sind, auf rationale Weise zusammenselzen. 
Zu diesem Zweck betrachte ich die !ransformirte Form 


«u = A, - 4} + 4} - A} 1 iR; 


in welcher zwischen den A die Relation (9.) 

0 = kA -+M4;+b,4;4+h,4, 4,4, 
besteht. Man bemerkt, dafs jede Invariante von x sich zugleich als simultane 
Invariante der 4 darstellen mufs. Nach dem Obigen ist sie also eine ganze 
rationale Function der aus den A zu bildenden Determinanten; oder da dies 
eben die A sind, so öst jede rationale ganze Invariante von u eine ratio- 
nale ganze Function der k. 

Aber « ändert sich nicht, wenn man jedem System der Üoefficienten 
ce eine dritte Wurzel der Einheit als Factor hinzufügt. Durch passende Wahl 
derselben kann man es erreichen, dafs nur eines der & zugleich eine dritte 
Wurzel der Einheit ais Factor enthält, während die übrigen unverändert blei- 
ben. In den Invarianten können also nur die dritten Potenzen der % erscheinen. 
Da ferner auch durch Vertauschung der A die Invariante sich nicht ändern 
darf, so sieht man, dafs sie eine symmetrische Function der A’ sein mufs. 
Und so kann man endlich den Satz aufstellen: 

Jede ganze rationale Invariante von u st eme symmetrische 
Function der sechsten Potenzen der k. 

Die sechste Potenz der A entspricht aber der achten Ordnung der In- 
varianten in Bezug auf die «. Die Ordnungen der Invarianten sind also 
siämmtlich durch 8 theilbar. 

Denkt man sich nun je eine Invariante der Ordnungen 8, 16, 24, 32, 
40. so wird man aus ihnen die fünf symmetrischen Grundfunclionen der A 
successive bestimmen können. Gäbe es von einer dieser Ordnungen noch 
eine zweite Invariante, so könnte man aus ihr und den Invarianten von glei- 
chem und niederem Grade die k eliminiren, d. h. sie durch jene ausdrücken. 
Ebenso kann man jede höhere Invariante durch die symmetrischen Grund- 


functionen der k, also auch durch jene fünf Invarianten rational darstellen. 
16: 
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So ist es also bewiesen, dafs es wesentlich nur je eine Invariante der 
Ordnungen &, 16, 24, 32, 40 geben kann, und dafs sich alle übrigen 


aus diesen zusammensetzen. 


57 


Solche fünf Invarianten können ohne Mühe gebildet werden. Bezeichnet 
man durch 








NS 8 


die Determinante Z+.a,d,c,;d,, so erhält man als Schemata der gesuchten In- 
varianien durch eine leichte Combination die folgenden: 
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Diese Formen sind zum Theil so verwickelt, dafs sie ihr wahres Bildungs- 
gesetz nicht erkennen lassen; und sie sind in der That nicht in dieser Gestalt 
unmittelbar gebildet, sondern durch Einführung der Coefficienten von 4. Da 
man sich nämlich leicht überzeugt, dafs die Determinante 4 die symbolische 
Gestalt annimmt: 


al? 


(ante t+ batbnt lan teont-datdnt-), 


c 
d 


wo nach der Ausrechnung a;a,a,, etc. = 4;, zu setzen ist, und wo nur ein 
Zahlenfactor ausgelassen ist; so lassen sich die obigen Formen, abgesehen 
von Zahlenfactoren, einfach darstellen, wenn man zu der symbolischen Sub- 
stitution a;a;,a, = b;b,b,---—= a;,;, noch die andere: 








0;0x 0 Om am P;PrPaPms etc. 
gleich dem entsprechenden Coefficienten von 4, hinzufügt. Auf diese Weise 
erhält man die Formen: 
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welche auf einfache und gesetzmäfsige Weise gebildet sind, und aus welchen 
durch Auflösung rückwärts die ersten Formen entstanden. Man bemerkt, dafs 
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die drei letzten reine Invarianten von 4 sind; sie sind zugleich die einfach- 
sten Invarianten, welche einer homogenen Function vierter Ordnung mit vier 
Veränderlichen zukommen. 

Bezeichnet man nun die Combinationssummen der sechsten Potenzen von 
ki, kr... Ak, durch C,. ©, ... C,, so dafs die # Wurzeln der Gleichung 


21) MM —-CK-+Ck"”— CK" CK —C, — 0 
sind. und bezeichnet man die fünf Invarianten in der ersten Gestalt durch 


J. Jr, ... J,. so müssen diese nach dem Obigen offenbar folgende Gestali 
annehmen: 


J, us 0,0; 


J: = 9 Ö; + 0» 1» 
(22.) { J; = (03 Ü, -- 0; ©, C, + 0, 1 
J, = 80,+0,6,0,4+0/0? 4000, 0? 000“, 


| 


J. 0; C, 4 05 C, C, —- €; C, n: eC, C -- or, C - er is 


wo die o rationale Zahlen bedeuten. Dafs ein derartiges Resultat wirklich 
erscheint. kann man aus der ersten Form der Invarianten auch unmittelbar 
ersehen, wenn man die wirkliche Bildung versucht. Denn da nach ausge- 
führter Rechnung in denselben die symbolische Substitution 

400, — bb, — Ay, 
auszuführen ist, welche, wenn man auf die transformirte Geslalt zurückgeht, 
den Ausdruck annimmt: 

4:0,0, = b;b,b, — + — 0,0710, + Opal, 

so erkennt man unmittelbar, dafs jede der Invarianten sich in eine Summe 
von Producten wirklicher Determinanten auflöst, welche einzeln aus je vier 
Reihen der « zu bilden sind, d. h. in eine Summe von Producten der k. Ja 
man kann sogar die erste Form der Invarianten von vorn herein in eine 
solche Gestalt bringen, dafs die % darin abgesondert erscheinen, und die sym- 
bolischen Substitutionen nur noch Zahlenwerthe liefern. Denn drückt man die 
linearen Ausdrücke 0, + @&&;-+----etc. durch die 4 aus, so dafs sie die Ge- 
stalt annehmen 

p Aı+ PA: pP; A; ++ elc., 
so hat man demnach 

d; Pat meta t +49 0%, 
b; Gt papt + tg, 

etc. 


I 
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a 
b 


und die symbolische Determinante v4 geht dann über in: 


ad 
zZ +tpGr3SıK;; 
so dafs die Invarianten sich als Producte von Determinanten fünfter Ordnung 
darstellen, welche in Bezug auf die A linear sind. Da aber sodann 
(pn Aı + mp A: +) = u 
sein soll, so hat man die symbolischen Substitutionen 
P:PıPn = Y:YıQa 1 oder —=(0, 
jenachdem 2, k, h sämmtlich gleich, oder einige derselben verschieden sind. 
Diese Substitutionen bewegen sich dann also nur noch in numerischen Wer- 
then. Eine solche Darstellung giebt dann z. B. 
. 9 = 10; 
es scheint aber als wenn die Bestimmung der übrigen 0 auf erhebliche 
Schwierigkeiten führe. 
Löst man nun die Gleichungen (22.) nach den Ü auf, so dafs 
C = aJı. 
Ö; J; + 9J,, 
(23.) C; I II+5J,, 

C, III + EHI ISO, 

Ü, III HIT HOT I HOT I HOT. 
so erhält man die Coelficienten der gesuchten Gleichung fünften Grades durch 
die fünf Invarianten und durch rationale Zahlen ausgedrückt. 


\ 


\ 


\ 


\ 


©. 


Man kann diese Gleichung dazu benutzen. um besondere Fälle einer 
Oberfläche dritter Ordnung zu characterisiren. Soll z. B. insbesondere die 
Fläche eine Spitze darbieten, so müssen die Differentialquolienten von x 
sämmtlich gleichzeitig verschwinden können, d. h. es müssen die Gleichungen 
bestehn: 


ae 
At + (0, 
At t =(. 











124 Clebsch, über homogene Functionen 5'° Ordnung mit 4 Veränderlichen. 


Die Auflösung der Gleichungen giebt dann, wenn u eine beliebige Gröfse 
bedeutet: 
= 
(25.) ii an; uk;, 


| 
E- 
Ka 


Führt man dies in die identische Gleichung 
(6) AKA+kbA+- —= 0 
ein, so erhält man die Bedingung 
27) yaryk+yeıykt+yk = 0. 

Die Fortschaffung der Wurzeln giebt dann eine symmetrische Function der X", 
welche auf den 24°” Grad der A ansteigt. In Folge der Gleichungen (23.) 
hat dieselbe also die Form: 

(28) TH UFISIA+ÜE HT IHN = 0 
wo die 7 reine Zahlen bedeuten. « 

Man sieht leicht, dafs in einer derartigen Spitze die Flächen / =. 
T=0, 0=0, F=0 ebenfalls Spitzen erhalten; und zwar schliefst sich die 
Spitze von / so wie die Spitze von u einem Kegel der zweiten Ordnung an. 

Um die 27 Geraden der Oberfläche dritter Ordnung mit der obigen 
Transformation in Zusammenhang zu bringen, kann man zunächst die Asympto- 
tenpunkte aufsuchen. Nach (2.) sind je zwei reciproke Pole mit einander 
durch Gleichungen verbunden, welche sich aus der transformirten Function in 
folgender Geslali darstellen: 


@,A,B, + 024, B;, + . 05, A, B, 
ty, A, B, + 2 A, B; ee + 054, B, 
Gi, A, B-+ 0,» 4, B, + + +034,B,; 
04 4, Bi + 024, DB, + Br + 0%; 4,B, = 


wo nur der Kürze wegen, analog der Bedeutung von 4;, die Funclionen 
(30.) B; = uYıt ya + Ya 0,4:Y4 

eingeführt sind. Die B stehen zu den y genau in derselben Beziehung, wie 

die A zu den x, und man kann zwei reciproke Pole durch die Buchstaben 

A, B andeuten. Durch Auflösung des Systems (29.) aber ergiebt sich: 

4,B, Akı, 

A,B, = ık,, 


9 


\ 


| 
EEE 


DS) 


\ 


De 


(29.) 


’ 


| 


(31.) 
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u N 


durch A einen willkürlichen Factor bezeichnet. Fügt man jetzt die Bedingung 
hinzu, dafs beide Pole auf der Oberfläche liegen, also Asymplotenpunkte sein 
sollen, so hat man die vier Gleichungen hinzuzufügen: 
(32.) | Ai+4+--+4=0, KkhA+M;A +. +h,d4,—, 
Bi-B+.-+-B=0, kB-+k,B,+..--k,B, — 0 
Die Gliheägen (31.), (32.) genügen, um die Verhältnisse der A, B, 
zu bestimmen. Aber man sieht leicht, dafs man den letzten beiden Gleichun- 
gen (32.) mit Hülfe von (3!.) auch die ae geben kann: 
AB, + 3B,+.-+-4B, — 
A,Bi+4,B + .-- 2 si — 0: 


und combinirt man dies mit den ersten beiden Gleichungen (32.). so folgt. 





dafs für jeden beliebigen Werth von o 

(A,- q oB,)'- -(A,+ o B,)' 4 ++(4; 1 oB,)' | v. 
Da nun der Punkt A-+oB ein beliebiger Punkt der Verbindungslinie von 
A, B ist, so mufs diese ganze Linie in der Oberfläche liegen. d. h. je zwei 
Asymplotenpunkte, welche reciproke Pole sind, liegen auf einer der % 
Geraden der Oberfläche; und umgekehrt kann man die 27 Geraden durch 
die 27 Punktenpaare A, B definiren. 

Die wirkliche Aufstellung der Gleichung des 27°" Grades, von welcher 
die Aufflindung der 27 Geraden abhängt, führt aber auf ein ganz anderes 
Problem, dessen Lösung sehr schwierig scheint. Die Theorie der Grundformen 
deutet darauf hin, dafs als unbekannte Gröfse der letzten Eliminationsgleichung 
von »—1 homogenen Gleichungen f, =0, fi =(0, ... f,_ı=0 mit p Un- 
bekannten eine absolute simultane Covariante der Funclionen fi, fi. » . . zu 
wählen ist, d. h. der Quotient zweier simultanen Covarianten gleich hoher 
Ordnung. Seien z. B. f, und f,,, solche Covarianten, bei welchen die gleiche 
Ordnung durch Potenzirung erreicht sein kann. Zwischen den »--1 Functio- 
nen / besteht dann eine Gleichung, welche von den Veränderlichen unabhängig 
ist. und nur noch die simultanen Invarianten enthält. Läfst man in dieser 


allgemeinen Beziehung dann f,, fi, - . . verschwinden, so erhält man eine 
pP 


Bi 
varianten sind; und diese kann dann als die letzte Gleichung zur Bestimmung 


Gleichung für „ deren Coefficienten nur Functionen der simultanen In- 


der Werthe der ursprünglichen Veränderlichen angesehen werden. 
Wenn also die Asymptotenpunkte aus den Gleichungen « — 0, J —= 


0=0 erhalten werden. so hat man eine Beziehung zwischen diesen und 
Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heit 2. 17 
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irgend zwei andern Covarianten aufzusuchen, um dann eine Gleichung des 
54°" Grades zu erhalten, welche sich auf den 27°" zurückführen läfst. Will 
man dagegen die Schnitipunkte der 27 Geraden mit einer beliebigen Ebene 
e——_= 10, +94 = (0 
erhalten, so hat man eine Beziehung zwischen «, ©, 4, T, ec aufzusuchen, 
welche mit Hülfe simultaner Invarianten von w und ec, d. h. durch Invarianten 
und zugehörige Formen von %, hervorgebracht werden kann. Der hohe Grad 
der resultirenden Gleichung läfst umgekehrt einen Rückschlufs darauf thun, dafs 
der Zusammenhang solcher Covarianten nur ein sehr verwickelter sein könne. 
Man könnte aber eine solche Bildung unmittelbar an der transformirten 
Form vornehmen, indem man die x eliminirte. Die ersterwähnte Aufgabe 
namentlich kann dann offenbar nur noch Coefficienten enthalten. welche aus 
den symmetrischen Functionen der A” auf rationale Weise zusammengesetzt 
sind; und da diese Functionen ihrerseits sich durch die Invarianten J dar- 
stellen, so würde sich auf diesem Wege die allgemeinste Form der letzten 
Gleichung ergeben. 


Carlsruhe, den 26°" März 1860. 
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Ueber das arıthmetisch- geometrische Mittel. 
(Von ©. W. Borchardt.) 





(Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 25. Februar 1858.) 





Einer sehr frühen Epoche in der Kenntnifs der elliptischen Integrale 
gehört das Ergebnils an, dafs die Bestimmung des completen elliptischen In- 
tegrals erster Gattung 








In dy 
ir fr 
. Ym’cosg’+n?sing’ 


0 
auf die Berechnung des arithmetisch-geometrischen Mittels von m und n 
zurückkommt. Indem man die Landensche oder die G@aufssche Trans- 
formation zweiter Ordnung auf das complete Integral (1.) anwendet, fin- 
det man, dafs dasselbe unverändert bleibt. wenn man für m und n deren 
arithmetische und geometrische Mittel mn, = I} (m-+n), n, = Yınn seizt. Wie- 
derholt man diese Operation unter Einführung der Bezeichnungen 





nm —=4(m +0), 9=ym,n,, 
n—=4m-+n), 1n= Yın,n,, etc. 
so nähern sich die beiden Reihen von Gröfsen 
m, m. M;. 
n, N, N: 


derselben Grenze w, d. h. dem arithmetisch- geometrischen Mittel von »» und 
n nach G@uufsens Bezeichnung, und der Werth des Integrals (1.) ergiebt sich 


w 

Die umgekehrte Aufgabe. von dem arithmetisch- geometrischen Mittel 
als dem Grenzwerth, auf welchen die wiederholte algebraische Operation führt. 
auszugehen und dessen Berechnung auf die Bestimmung des elliplischen In- 
tegrals zurückzuführen, bietet bedeutend gröfsere Schwierigkeiten dar, in so 
fern man hierbei die Transformation des elliptischen Integrals nicht voraus- 
setzen darf, also durch andre Mittel zum Ziel gelangen mufs. Der hier fol- 
gende Aufsatz beschäftigt sich mit der Lösung dieser Aufgabe. 





er 
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Das arithmetisch- geometrische Mittel » von m und n sowie jede 
Function von & hat der Definition nach die Eigenschaft, unverändert zu blei- 
ben. wenn man für = und n deren arithmetisches und deren geometrisches 
Mittel setzt. Sie genügt also der Functionalgleichung 


(2) /[(n,n) = f(i(m--.n), Yymn). 
und umgekehrt ist jede Function f, welche dieser Gleichung genügt, eine 
blolse Function von »&, da man durch unendlich oft wiederholte Anwenaung 
[im,n) = f(w,w) finde. Die Besliimmung des arithmetisch - geometrischen 
Mittels kommt also auf die Lösung obiger Functionaigleichung zurück. 


Man sieht der Natur der hier zu lösenden Aufgabe nach voraus, dafs 
die gesuchte Function fm, n) einer parliellen Differentialgleichung genügen 
mufs. Eine weitere Ueberlegung zeigt, dafs diese partielle Differentialgleichung 
sich durch schickliche Wahl der Unbekannten auf eine gewöhnliche Differential- 
gleichung zurückführen läfst. Wenn man g.m und g.n an die Stelle von m 
und n setzt, so geht zugleich » in g.w über; & ist daher eine homogene 
Function erster Ordnung von m und n, milhin sind die partiellen Differential- 


6) n 
quolienten DE homogene Funclionen der Ordnung Null von »n und 


om on 
. n ” . m . . 
n, d. h. nur von dem Quolienten bi abhängig. Da überdies f(m,n) eine 
blofse Funelion von w ist, so hat man die Proporlion: 


of. _ Mm, 00 
om "On 06m’ oOn 











Der Quotient n — ist also für alle Funclionen f ein und dieselbe Function 


von 6A die von einer gewöhnlichen Differentialgleichung abhängt, während f 
m 


einer partiellen Differentialgleichung genügt. Bezeichnet man mit « und v die 


parliellen Differentialquotienten von f nach m und n, so wird also 2 die 


- ” n [2 .. . . * 
abhängige Variable, ar die unabhängige Variable der zu suchenden Differen- 


tialgleichung sein. 


Anstatt nun die Quolienten — und = sogleich in die Rechnung ein- 


zuführen, thut man gut, die Homogeneität der Variablen beizubehalten. Man 


hat zwar dann anstatt eenes Differentialquotienten, der nach — genommen ist, 


And EUPERRENHEEER. BREITEREN 
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die beiden nach »» und nach n genommenen zu betrachten, indessen hängen 
dieselben von einander ab. So hat man z. B. für den ersten Differentialquo- 


V 
tienien von — 
u 


allge m ( JH a) 


oder nach Multiplication mit uw’ 


oV 0 
0 = mju IBAN 2 
l om 27 + on on 
v 
so dafs man anstatt des Differentialquotienten von — nach — einen Ausdruck. 
U m 


den ich mit 2 bezeichnen will, zu betrachten hat, welcher durch die Doppel- 
gleichung zu deliniren ist 





2 oV ou | IV 
3.) i=m u nn A ee Ben nn Wan Sy . 
on on 


Um die gesuchte Differentialgleichung zu erhalten, wird man folgendes 
Verfahren einzuschlagen haben: 


Wenn man aus der gegebenen Functionalgleichung (2.): 
/(m,n) = f(m,,n,), 

wo m, = 4(m-.n), n—ymn, durch Differentiation neue Gleichungen ab- 
leitet, so findet man zwischen den Differentialquotienten von f(m,n) und 
f(m,,n,) Relationen, die weniger einfach sind als die zwischen den Functionen 
selbst bestehende, die aber doch gestatten, jeden Ausdruck, der m, n, f{m,n) 
und seine Differentialquotienten nach m und rn enthält, in einen andern zu 
transformiren, welcher aus zn,. n,. /(m,,n,) und dessen Differentialquotienten 
nach »», und 2, zusammengesetzt ist. 

Gelingt es nun, diesen Ausdruck so zu wählen, dafs der transformirte 
ebenso aus ,, n, und f(m,,n,) gebildet ist wie der ursprüngliche aus m, n 
und f(m,n) oder dafs sie sich wenigstens nur durch einen von der unbe- 
kannten Function freien Factor von einander unterscheiden, so wird man 
durch einen unendlichen Progrefs zur Bestimmung dieses Ausdrucks gelangen, 
indem man denselben auf einen solchen zurückführt, in welchem m und n 
beide durch dieselbe Gröfse w ersetzt sind. Diese Bestimmung wird also zu 
einer Relation zwischen m, n, f(m,n) und den Differentialquotienten von f 
führen, d.h. zu der gesuchten Differentialgleichung. An dem vorliegenden 
Beispiel läfst sich’ das Verfahren folgendermafsen durchführen: 
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Bezeichnet man mit «, und v, die nach m, und x, genommenen Diffe- 
renlialquotienten von /(m,,n,). so erhält man durch Differentiation der Gleichung 
f(m,n) = f(m,,n,) nach Fortschaffung der Nenner 





2ym.u = ym.u,— yn.v, 


4. 
(er 2yn.v = yn.u,+tym.v.. 


Dies sind die beiden Differentialgleichungen erster Ordnung. Man kann von 
denselben zu den drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung übergehen, in- 4 
dessen sind dieselben nach der oben angeführten Doppelgleichung (3.) nicht 4 
unabhängig von einander, sondern es folgt aus zweien die dritte. Es genügt 
daher z. B. diejenigen beiden zu betrachten, welche aus den Differentialglei- 


chungen erster Ordnung (4.) durch Differentiation nach ın allein hervorgehen. 
Dies ergiebt 





ER a a ee Fe 
> an TEE > 


























/ 1 = om , ov, on 
u 7 / / En 
Br u 2ym —— =; " u, (Ym- nn a yn Im Im - (y N. In, + Yn- In. L) En 
ov ov.\Om, | ou ev, \ On 
dyn — —= ) we 2 
| ” om 37m m +(/n3 " Im TImzn dm T (V nam wi; ” On, / Om 
Man weils überdies nach den früheren Betrachtungen, dafs die Differential- 


DEE ou . 
quotienten zweiter Ordnung von f(m,n) also die Gröfsen 2 7, ur in 
h | Er 


solcher Verbindung vorkommen können, wie sie sich in dem mit / bezeichneten 





Ausdruck (3.) finden, d. h. in der Determinante Ri A v 
om om 


nach aus den beiden Differentialgleichungen erster Ordnung (4.) und aus den 
beiden zweiter Ordnung (5.) die Determinante zu bilden und erhält 


+ Man hat dem- 





























oV 6) ’ 2 
— 2 — uv+4y mn (u — —v 35) = 4y+ (wu — vi) 

f, . 

elenliä cs 

Om, com, 

16) Yym yYn ”, 

+. .| &u Ov, 

Om |yn Ym In 3 

Führt man dem Ausdruck / entsprechend den Ausdruck /, durch die Doppel- 


gleichung 





6) ou, ov, ou, 
d, = 9, ne E ) — _n(u, a7 van) 


Om, ' öm, 
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ein, so reducirt sich das erhaltene Resultat auf folgende einfache Gleichung: 
> 2 2 m?’ —n? 
6.) —2Zwt+l= ww rn) HT —M.. 
m,Nn, 
Diese Transformation hat noch nicht den oben auseinandergesetzien Charakter. 
da die ersten Differentialquotienten linker Hand in der Verbindung urv, rechter 
Hand in der Verbindung «;—rv; vorkommen. Da aber « und »v lineare 
Functionen von u, und v, sind, so ergeben sich hieraus «’, ur und v’ als 
lineare Functionen von 14, 4,v, und vj. Zwischen zwei gegebenen quadra- 
tischen homogenen Verbindungen von «, v und zweien solchen von u,. v, 
besteht daher immer eine und nur eine Relation. So erhält man zwischen ur 
und w«— v’ einerseits, u,v, und «u, — v; andrerseits aus den Gleichungen (4.) 
die Relation 
m—n 


(7.) 4(m’—n?) uv-+ nn (u? —v) = 4 ——— {(im] —n)) ur, + Imın, (W— ri)}. 
ymn 


Multiplieirt man nun die früher erhaltene Gleichung (6.) mit — 4}(m’—n’) und 
addirt sie zu dieser, so erhält man 





(8.) mn (u’—v’)+(m’—n’)(ur—I) = Se Im, n, (u—vı) + (m—ni)(urm — U) 
Ymn 





also, wenn man den Ausdruck 
mn (u — v’) + (m’ — n’) (uv — 1!) 


mit (m, n) bezeichnet, 
m—n 





w(m,n) = ——vy(m,, N). 
2 mn 
Indem man diese Transformation wiederholt anwendet, bekommt man eine 
m—ın m—n, 


„ etc.. die sich immer mehr der Null 








Reihe von Factoren u 4 
2ymn ?ym,n, 


nähern und deren Product um so mehr gleich Null wird. Dies Product mul- 
tiplieirt in v(w, w), welches, wie leicht zu sehen, ebenfalls gleich Null wird, 
ist dem Ausdruck w(m, rn), von dem ausgegangen wurde, gleich. also hat man 
v(m,n) = 0, 
d. h. 
(9)  mn(W— v) + (m’— nn’) (ur —l) = 0. 
Es genügt also der Quotient ir in Beziehung auf die unabhängige Variable 


— einer nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung. In der That. 


setzt man 
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so erhält man die einfache Differentialgleichung 


x (1— y°) 2. ve x?) d(xy) 


d X 





oder 
1 dy |, i En. 
(10) zil-2), rerni-ay)=0. 
Eine Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades. welche 

wie die vorliegende von der Form 

. a BE TREE , 

Zu. Ay’+ By-C 
ist. kann bekanntlich immer auf eine lineare der zweiten Ordnung zurückge- 
führt werden. in der nämlichen Art, wie es mit der Jtccatischen Differential- 
oleichung zu geschehen pflegt. Eine solche Zurückführung gelingt durch ver- 
schiedene Substitutionen, in dem vorliegenden Fall z. B. durch die Substitution 





dv 

3 u Er dx 

Be vtxevV — diav) ’ 
dr 

: dv . 
wo vu —= —— ısl. 
dr 
Man erhält alsdann für v die Differentialgleichung 


(11) 0= (re —?) = + (1— 9a) — cv. 





Die gebrauchte Substitution kommt aber damit überein. dafs man von 
of 
Ö a ’ 
dem Quotienten = BF zu derjenigen Function (m, n) übergeht, welche 


— 


om 


h 2. iM | 1 
eine homogene Function —1 Ordnung von m und n also proportional — 








ist. Denn für eine solche hat man 


0 = f+mu-+nv, 





daher 
uuuah v ar mv 
ER A f+nv 
n . . 
also wenn man mf, was blofs von 7 = —- abhängt, mit v bezeichnet 
dv 
dx 
y =— oo 





’ 


+ 
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was die frühere Substitution ist. Ebenso würde die Substitution 


vu 


Vom —— 


gu r.re 
der Betrachtung der homogenen Function v—/f(m,n) der Ordnung — o enl- 
sprechen, aber für keinen Werth aufser für o—=1 giebt diese Formel eine 
Substitution, welche zu einer linearen Differentialgleichung führt. Hierin also 
liegt der Grund, warum der reciproke Werth des arithmetisch - geometrischen 
Mittels betrachtet werden mulste. 


Die lineare Differentialgleichung (11.) wird also von dem Ausdruck 


m . . . . . . 
=— befriedigt, wo & das arithmetisch - geometrische Mittel von m und n, 


2 * . MR * [3 * r . 
und T=— ist. Dies Ergebnifs allein. verbunden mit der Nebenbedingung. 


dafs für m =n auch = m wird. oder, was dasselbe ist, dafs für # — 1 
auch v—=1 wird, würde zur vollständigen Bestimmung des arithmetisch- 
geometrischen Mittels genügen. wenn man auch nicht wüfste, dafs die Glei- 
chung (11.) die Differentialgleichung des completen elliptischen Integrals in 
Beziehung auf seinen Modul ist. Mit Voraussetzung der von Legendre gege- 
benen Integration der Gleichung (11.) erhält man als ihr vollständiges Integral 


vr—=Ü F'(z) -- Ü, ”(#,), 
wenn man unter F'(x) das complete elliptische Integral erster Gattung des 
Moduls x versteht, und &, = yl1— x setz. Für e=1 wird F(z)=x, 


F(x&,)=4n. Damit der zugehörige Werth von » die Einheit sei. mufs man 


Ä 2 " 
also U—=0, Ü,—=— setzen, und erhält 


4‘ 


m =: ', 2 ‘zn de 
=" = Fo)=—m/ > 4 u 
A rt nu | m’ cosp’+n?*sing*” 


Es hat keine Schwierigkeit, die Zurückführung der ursprünglich er- 








haltenen nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung auf eine lineare 


. . - . 2 . 
zweiter Ordnung ohne Einführung des Quotienten =— au bewirken. Man 
| m 


u a h ' 1 
gelangt dann für die homogene Function —1'" Ordnung f(m,n) = —, also. 
” £ 107] 


was dasselbe ist, für das complete elliptische Integral (1.) zu einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche nur Differentialquotienten zweiter 
Ordnung nach »» und n genommen enthält und ihrer Einfachheit wegen an- 
geführt zu werden verdient. 
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Bezeichnet man mit a, 5b, c die Differentialquotienten zweiter Ordnung. 

so dafs 

ee 

u on 0m’ we u 
so erhält man, wenn f eine homogene Function —1'” Ordnung ist, 

— 2u = ma+nb, 

—?v = mb + nc, 
daher 


2 (nu— mv) = (m’— n)b— ımn(a— c). 
Ueberdies ergiebt sich aus der Doppelgleichung (3.) 
!—= m(ub—va) = —n(uc — vb) 
der neue Werth 
(nu — my)! —= mn{(wW — v’)b— uvr(a— e)}. 
Mit Benutzung hiervon geht die Differentialgleichung (9.) 
mn (WW — vr’) + (mM —n’) (vr —l) = 0, 
nachdem man sie mit 2 (nu — mv) multiplicirt hat, in folgende über: 
(m? — n?) b-+- mn (a — c)} {(m’ — n’) uv — mn (u — v’)} = 0. 
Der zweite Factor zerlegt sich wiederum in die beiden my — nu, mu-nv, 
von denen der erste von der früheren Multiplication mit demselben herrührt, 
während der zweite »mu--nv mit der Function f(m,n) selbst, abgesehen vom 
Zeichen, identisch ist. Verschwinden kann daher nur der erste Factor 
(m’— n’)b--mn(a— c) und es genügt demnach der reciproke Werth f des 
arithmetisch-geometrischen Mittels » von m und n, oder, was dasselbe ist. 
das elliptische Integral (1.) der Differentialgleichung: 








a N of _ HH 
12) 0= (mn) tm — 


Mit Berücksichtigung der leicht zu verificirenden Relationen 











d’(x*v) . d’(xv) . d’v 
ie un Be a, Se En — 
mu— —H m’b = I, W=o 
geht (12.) in 
u „, d’(xv) „. ®([1— x’]v) 
wer (1— x‘) dx? + dx? 
über, welche Differentialgleichung mit (11.) übereinstimmt. 
Berlin, im Februar 1858. 
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Ueber eın Attraetionsproblem. 
(Von Herrn F. Joachimsthal zu Breslau.) 





D:. Durchsicht der Jullöienschen Aufgaben - Sammlung aus der Me- 
chanik hat mir ein Attractionsproblem wieder in Erinnerung gebracht, das, an 
sich nicht ohne Interesse, auch deswegen eine Erwähnung verdient, weil seine 
Lösung eine Anwendung des von Abel zur Bestimmung der Tautochrone ge- 
gebenen Verfahrens (dieses Journal Bd. 1, p. 153) darbietet. 


Aufgabe. Die einzelnen Theilchen einer unendlichen homogenen 
(reraden ziehen den Punkt »n, dessen Entfernung von der Geraden 
—= A ist, nach einer unbekannten Function der Entfernung /(r) 
an: man soll dieselbe finden, wenn durch Beobachtung die nach 
dem Lothe A gerichtete Total- Attraction p(h) bekannt ist. 


Auflösung. Ist der Kürze wegen die Masse von m, die Dichtigkeit 
der Geraden und die Constante der Anziehung — 1, so hat man das unbe- 
kannte Attraclionsgesetz f(r) aus der Gleichung 


A) oh) a - NZ 





g(h) 


oder. wenn 
ah 


— F'(h) gesetzt wird, aus 


| Eh — Fir)dr 
2) Fa-/ Go 


zu bestimmen. Nimmt man zuvörderst an, dafs f(r) nach ganzen negativen 
Potenzen von r sich entwickeln lasse, so dafs 


3) wm = 4 4444 


I HK du 
cos —) cosu 


so kommt 





| 
r 
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(4) Fü) = 





h 
a @ 1.3 o, 
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Hieraus ergiebt sich weiter 


E ( . ) (> “u % Ei: &, 1 \ 
> m — « TI u a e un deze» ei _— —- ..». m 
/ P cos u du 2 h' m !'Im | )- 
un / A 
of I ( )au 
tcosu 





und endlich 

















srf(h) = — ET u 
wenn nach erfolgter Differentiation 2=1 gesetzt wird; d.h. 
ar | | r 
Inf(h) — N h F' ( h las u Ahr nl „u 
7 A u cosu cos =) , 


Dafs in der That aus 


2) Fü) — -/4 — 


h 
die Gleichung folgt: 


5.) fr -7/[ La 


läfst sich unabhängig von der Existenz der TERN (3.) nach- 








weisen, wenn nur F'(A) für A= x verschwindet. Setzt man nämlich den 
Werth von f(r) aus (5) in die rechte Seite von (2.) ein, so kommt das 











Doppelintegral 
3 5 
Be EEE 
dessen Werth = F'(h) sein mufs. 
„ z Denkt man sich in der Ebene ein rechtwink- 
| # liges (r,o) System, und von dem Punkte @,, dessen 
| IR Coordinaten = sind, O,a parallel Oo gezogen, so 
ö wie O,b, dessen erben durch © geht, so er- 
0 *  strecktsich (6.) über den unendlichen Winkelraum #Q,a. 
Be . P , Summirt man jetzt zuerst nach r und dann nach o, 
D — 


so verwandelt sich (6.) in 


(7) 37 F% ee dr uk 


welche Summe wegen 
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in 
F'(h) — F'(x) 
übergeht; w. z. b. w. Nimmt die Total- Attraction (A) mit wachsendem 4 


> 1) 2) . h 
immer mehr ab, verschwindet also vr) für A=x, so ist demnach die Ele- 








h 
mentar - Attraction 
2 ‚/p(o)\ 
ad —- 
(8.) RE ER wi 
er. 


Breslau, im Februar 1860. 
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Sur quelques proprietes des lignes gauches de 
troisieme ordre et classe. 
(Par M. Cremona & Milan.) 


1. J: suppose que l’on ait deux series projeclives de points, l’une 
dans une droite AR, l’autre dans une conique plane Ü, situees d’une maniere 
tout a fait arbilraire dans l’espace. On demande de connaitre la surface lieu 
de la droite qui joint deux points homologues des formes projectives donnees. 

Pour etablir la elasse de cette surface, je fais usage des consideralions 
employ6es par M. Schröter dans un memoire insere dans ce journal (tome 54). 
Par un point © fixe arbitrairement sur la conique je tire des droites aux di- 
vers points de cette courbe; ainsi l’on obtiendra un faisceau de droites, per- 
spectif a la conique. Par une droite arbitraire S menons un faisceau de 
plans, perspeclif a la droite donne. Les deux faisceaux etant projectifs, 
l’intersection des elemens homologues donnera une conique Ä situee dans le 
plan de la conique donnee, et passant par le point O et par la trace de 8. 
La conique K coupera la conique CE en trois autres points, qui avec la droite 
S donnent lieu a trois plans; et il est bien @vident que ces plans contiennent 
chacun une generalrice de la surface cherch6e, et sont les seuls qui passent 
par NS et qui aient cette propriete. 

Donc la surface est de la troisieme classe, et par consequent du 
froisteme ordre; car toute surface reglee (non developpable) a son ordre 
egal a sa classe *). 

Chaque plan mene par la directrice rectiligne donnee AR rencontre la 
conique C en deux points, done il conlient deux generatrices de la surface: 
le lieu de l’intersection de ces deux generatrices est la droite double (ligne 
de strietion) de la surface. ÜC’est-äa-dire: par chaque point de la droite 
double passent deux generatrices situees dans un plan passant par la di- 
rectrice R. es generatrices determinent deux involutions, l’une sur la 
droite R, l’autre sur la conique ©. Les elemens doubles de ces involutions 


*) Cayley: Cambridge and Dublin Math. Journal. VII, p. 171. 
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sont en m&eme temps reels ou imaginaires; ils sont individues par les plans 
tangens a la conique Ü menes par la droite R. 

Il est evident que le plan de la conique Ü contient une generatrice 
de la surface; car la trace de R sur ce plan aura son point homologue 
sur la conique, et la droite qui joint ces points sera une generatrice de la 
surface. Cette m&me droite rencontrera la conique dans un second point; par 
lequel passe la droite double. 

2. Si l’on considere de nouveau les formes projectives proposees 
R et C, un point quelconque de la droite #t, et la droite tangente ä la co- 
nique au point homologue determinent un plan. Ce plan est osculateur d’une 
courbe a double courbure dont on demande la clusse. 

Par un point © pris arbitrairement dans l’espace et par la droite R 
menons un plan qui coupera le plan de la conique Ü suivant une droite S, 
et imaginons un faisceau de droites perspeclif a la droite AR et ayant son 
centre en ©. Ce faisceau divisera la droite S homographiquement ä la 
droite R. Une tangente fixe (arbitraire) 7’ de la conique Ü est divisce par 
toutes les autres tangentes homographiquement a la droite A; done nous 
aurons sur les droites S et T' deux series projeclives de points. La droite 
qui joint deux points homologues de ces series enveloppe une conique Ä 
qui touchera les droites S et T, et par consequent aura trois autres tangentes 
communes avec la conique ©. Ces trois tangentes communes avec le point 0 
determinent trois plans qui evidemment sont osculateurs de la courbe cherchee. 
et sont les seuls qui passent par ). Donc cetle courbe est de la troisieme 
classe (et du lroisieme ordre *)). 

Le plan de la conique € est osculateur de la courbe nommee (cubique 
gauche) et par la droite A passent deux plans osculateurs (reels ou imagi- 
naires) de la m&me courbe. 

3. Reciproquement: soient donnees une cubique gauche, un plan os- 
eulateur et une droite MR intersection de deux autres plans osculateurs (reels 
ou imaginaires). Le premier plan osculateur coupera la surface developpable. 
dont la cubique est l’ar&te de rebroussement, suivant une conique C**). Les 
plans osculateurs de la cubique gauche determinent sur la droite R et sur la 
conique Ü deux series projectives de points. La droite qui joint deux 





*) Schröter: Ce Journal, Tome 56, p. 27. 
**) Möbius: Der barycentrische Calcul, p. 120. 
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points homologues de ces formes engendre une surface du troisieme ordre 
(el troisieme classe), dont la droite double git dans un plan osculateur 
de ia cubique gauche. 

Si la droite A est fixe, et l’on fait varier le plan de la conique (©, 
on obtiendra un faisceau de surfaces cubiques, dont les droites doubles for- 
meront un hyperboloide a une nappe, et l’on aura sur la ceubique gauche une 
involution, dont deux elemens conjugues sont le plan variable de la conique C 
et le plan oseulateur qui passe par la droite double correspondante. 


El. 


4. On donne deux formes projectives: l’une soit un faisceau de plans 
passant par une meme droite AR; l’autre soit un faisceau de plans tangens 
a un meme cöne € du second ordre. Les elemens homologues s’entrecoupen! 
dans une droite qui engendre une surface cubique, dont R est la droite 
double. Par un point quelconque de #& passent deux generatrices, dont le 
plan tourne autour d’une droite fxe S. C’est-a-dire: chaque plan qui 
passe par cette droite S contient deux generatrices qui donnent lieu a une 
involution de plans sur le cöne Ü et a une deuxieme involution de plans 
par #. Les elemens doubles de ces involutions sont individues par les points 
ou R perce Ü. 

La droite Zt avec le sommet du cöne Ü determine un plan, qui aura 
son correspondant tangent a celte surface: la droite interseclion de ces plans 
sera une generalrice de la surface. Par cette generatrice passe un autre plan 
langent du cöne, et ce dernier plan passe aussi par la droite 8. 

5. Dans les formes projeclives donnees je considere un plan du 
faisceau A et la generatrice de contact du plan homologue tangent au cöne Ü. 
La generatrice perce le plan en un point, dont le lieu est une cubique gauche 
qui passe par le sommet du cöne et par les interseclions de cette surface 
avec la droite donnee. 

6. Reeiproquement: je suppose maintenant que l’on ait une cubique 
gauche, un de ses points comme sommet d’un cöne Ü passant par la courbe, 
ei une droite Z2 qui s’appuie en deux points (reels ou imaginaires) de la 
meme ceubique. Chaque point de la courbe donne lieu a un plan passant 
par R, et a un aultre plan tangent au cöne C. Ces plans forment deux 
systemes projeclifs. La droite intersection de deux plans homologues en- 
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gendre une surface cubique qui contient une autre directrice recliligne Ö 


rencontrant la cubique en un seul point. Si la droite At est fixe, et l’on fait 
varier le sommet du cöne C, on obtient un sysieme de surfaces cubiques et 
la droite S’ engendre un hyperboloide a une nappe. De plus, on aura sur 
la cubique gauche une involution form&e par les sommels des cönes et les 
points d’appui des droites S correspondantes. 


. On.a deux formes projectives: une serie de points dans une droite 
R, et un systeme de droites generalrices d’un hyperboloide H. Quelle est 
la courbe a double courbure oscul&ce par le plan determine par deux elemens 
homologues des formes proposces? Fixons arbitrairement une generatrice S 
de l’autre systeme dans l’hyperboloide; cette generatrice sera divisee par les 
droites du systeme donne homographiquement a la droite #. On a donc deux 
series projeclives de points sur les droites A, S; et on sail que la droite 
qui joint deux points homologues engendre un hyperboloide A passant par 
les droites A et 8. Il est d’ailleurs evident que chaque plan individue par 
deux elemens homologues des formes propos&es est tangent aux hyperboloides 
HH et K; done la courbe demandee est oscul&e par les plans tangens com- 
muns a deux hyperboloides qui ont une generatrice commune (8). Donc elle 
est une cubique gauche qui a deux plans osculateurs passant par #t. Cette 
courbe a en outre un plan osculateur passant par chaque gEneratrice de !’hyper- 
boloide du systeme donne, et deux plans osculateurs passant par chaque droile 
de l’aulre systeme. 

8. Soient donneces de nouveau deux formes projeclives, dont l’une 
soit un faisceau de plans par une droite A, et l’autre un systeme de gene- 
ratrices d’un hyperboloide #. Deux elemens homologues s’entrecoupent en 
un point, dont on demande de connaitre le lieu geometrique. Fixons une 
generatrice S de l’autre systeme; cette droite avec les generatrices du systeme 
donne donne lieu a un faisceau de plans homographique au faisceau donne. 
La droite intersection de deux plans homologues de ces faisceaux projectifs 
engendre un second hyperboloide A, passant par R, S. On voit aisement 
que chaque point du lieu demande est commun aux deux hyperboloides; done 
ce lieu est la cubique gauche intersection de ces surfaces, qui ont dejä en 
commun la droite S. La cubique gauche a deux points sur $; un point sur 

Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft2. 19 
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chacune des generatrices donnees, et deux points sur chacune des droites de 
l’autre systeme *). 

9. Reciproquement, supposons que l’on ait une cubique gauche et un 
hyperboloide touche par tous les plans osculateurs de la courbe. Par chaque 
generatrice de l’un systeme, dans l’'hyperboloide, passe un seul plan osculateur 
de la cubique, et par chaque generatrice de l’autre systeme passent deux plans 
osculateurs. Imaginons aussi une droite, intersectlion de deux plans osculateurs 
(reels ou imaginaires). Cette droile sera coupee par les plans osculateurs qui 
passent par les generatrices du second systeme en deux series de points en 
involution. Les plans osculateurs qui passent par les generatrices du premier 
systeme forment sur ceite m&me droite une division projective au systeme 
“nomme de generatrices. D’ou il suit que les plans osculateurs de la cubique 
et les generatrices du premier systeme siluees dans ces plans constituent deux 
formes projeclives. 

On a maintenant une cubique gauche et un hyperboloide passant par 
cette courbe. L’hyperboloide a deux systemes de generatrices: toutes les 
droites de l’un systeme s’appuient a la courbe en un seul point, et toutes les 
droites de l’autre systeme s’appuient ä la courbe en deux points. Si l’on 
donne aussi une droite qui soit corde (reelle ou ideelle) de la cubique, elle 
determinera avec les points de la courbe qui sont dans les droites du second 
systeme une involution de plans, et avec les points de la courbe qui appar- 
liennent aux droites du premier systeme un faisceau de plans projectif ä ce 
m&me systeme de generatrices. D’ou il suit que les points de la courbe et 
les generatrices du premier systeme constituent deux formes projectives. 

Les deux systemes de generatrices d’un hyperboloide qui passe par 
une cubique gauche, ou qui touche les plans osculateurs d’une telle courbe se 
correspondent aussi projeclivement entre eux. 

Une conique situee dans la surface developpable dont l’arete de re- 
broussement est une cubique gauche est une forme projective a la cubique. 
A un point quelconque de celle-ci correspond le point de la conique situe 
dans le plan osculateur de la cubique au point sus-dit. La droite qui joint 
ces points homologues est tangente A la cubique, et par consequent elle en- 
sendre la surface developpable du quatrieme ordre et de la troisieme classe, 
dont la cubique est l’arete de rebroussement. 





*) Chasles: Journal de M. Liowville, annee 1857, p. 397. 
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Un cöne de second ordre passant par une cubique gauche est une 
forme projective a celle-ci. A un point de la cubique correspond le dlan 
tangent du cöne qui passe par ce point. 

10. Applications. On donne un hyperboloide et cing de ses points 
Ay, Ay, Gy, Ay, A; om demande de construire une cubique gauche qui passe 
par ces points et soit situee sur la surface nomm&e. La courbe cherchee 
sera le lieu de l’intersection des elemens homologues de deux formes pro- 
jectives, dont l’une soit un faisceau de plans et l’autre soit un systeme de 
generatrices de l’hyperboloide. On peut prendre pour axe du faiscean la 
droite a,«u,; les plans a,(a,a,). a,(a,a,), a,(a,a,) seront trois plans du 
faisceau. Les elemens homologues de l’autre forme seront les gen6ratrices 
du premier (ou du second ) systeme qui passent par @,,. &, @. Alors ä 
chaque plan passant par a,a, correspondra une generatrice du m&me systeme. 
et l’intersection de ces el&mens seya un point de la cubique cherchee. Comme 
on est libre de prendre le systeme de generatrices que l’on veut, ainsi il 
v aura deux cubiques gauches salisfaisant a la question (proposee par M. 
Chasles *) ). 

Pour deuxieme application, proposons nous de construire la cubique 
gauche qui s’appuie sur cing droites donnees A,, A,, A,, A,, 4,. Elle sera 
evidemment l’intersection des hyperboloides determines par les deux ternes de 
droites: A,A,A,, A,A,A, qui ont une droite commune A,. Cette construction 
est aussi une consequence du theoreme connu: on peut construire cing fais- 
ceaux homographiques de plans, dont les axes soient eing droites donnees, et 
ou cing plans homologues passent toujours par un m&me point. 

On donne quatre faisceaux homographiques de plans, dont les axes 
soient les droites A,. A,,. A,. A,. On demande combien de fois quaire plans 
homologues se coupent dans un meme point**)? Les faisceaux projeclifs 
A, et A,; A, et A,; A, et A, donnent trois hyperboloides qui ont une 
generatrice commune A,. ÜCes hyperboloides, abstraction faile de celte ge- 
neratrice s’entrecoupent en quatre points seulement ***) et il est bien evident 
que par chacun de ces points passent quatre plans homologues des faisceaux 
donnes, 

On demontre analoguement qu’il y a generalement quaire plans, chacun 





*) Journal de M. Livwville, annee 1857, p. 397. 
**) Steiner: Systematische Entwickelung der Abhängigkeit etc. p. 298. 
*##) Chasles: Journal de M. Liouville, 1. c. 
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contenant quatre points homologues de quatre divisions homographiques sur 
quatre droites donnees *). 

Si les quatre faces d’un telraedre mobile tournent aulour de quatre 
droites fixes A, B, C, D, et que les cöles de la premiere face s’appuient 
sur trois aulres droites fixes L, M, N, le sommet oppose ä celte face en- 
sendrera une courbe qu’on demande de connaitre. La premiere face du 
telraedre, en tournant aulour de A, divise homographiquement les droites L, M, 
N; soient /, m, n trois points homologues de ces divisions. Il en suit que 
IB, mC, nD sont treis plans homologues de lrois faisceaux projectifs; done 
leur point d’inlerseclion engendre une cubique gauche, qui s’appuie en deux 
‚points sur chacune des droites L, M, N **), 

Ayant dans l’espace trois poinis «, d, c et trois plans @, 9, z si 
autour d’une droite fixe on fait tourner un plan transversal qui coupera les 
trois plans donnes suivant trois droites A, B, C, les plans Aa, Bb, Cc se 
couperont en un point, dont on demande le lieu geometrique. Soient «', b', c' 
les points oü la droite donnee renconire les plans «, P, y. Ces plans con- 
tiennent trois faisceaux projeclils de droiles, dont a’, 6b’, ec’ sont les centres, 
et A, DB, C sont trois rayons homologues. Donc les droites au, bb’, cc’ 
sont les axes de lrois faisceaux projeclifs de plans, dont Aa, Bb, Ce sont 
trois elemens correspondans, et par consequent le point commun ä ces plans 
engendrera une cubique gauche qui aura deux points sur chacune des droites 


! 


ee), 


IV. 

11. On donne un hexagone gauche 123456 inserit dans une cubique 
sauche. Par les cöles de l’'hexagone menons six plans a un point quelconque 
x de la courbe. Ces plans coupent les cöles oppos6s respeclivement a ceux 
par lesquels ils passent en six points a, d, c, a, b', c' (a, b, e elant sur 
trois cöles cons6eulifs, et a’, db’, €’ sur les cöles opposes). Ces six points 
sont dans un meme plan qui passe par le point variable x de la courbe, 
ei par une droite fixe. Celle droite fire est une corde reelle ou ideelle 
de la cubique. Les six points a, d, ... c’ forment un hexagone de Brianchon 


(les diagonales aa’, bb’, cc’ se rencontrent au point ır). 





*) Steiner: 1. c. 
**) Chasles: Apergu historique etc. Note 33°. 
**#) Öhuasles: Apergu etc. |. c. 
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Si le point = parcourt la cubique, les points a, b, ... ec’ engendren! 
six divisions homographiques sur les cötes de l’hexagone; les droites «a«', 
bb’, cc’ engendrent trois hyperboloides qui passent tous par la cubique et 
chacun par une couple de cöt6ös opposes de l’hexagone. Ces trois hyperboloides 
ont pour generatrice commune ä tous trois la corde fixe sur la quelle tourne 
le plan des six points a, b, ... cd. 

C’est-a-dire: les trois hyperboloides qui passent par une cubique 
gauche ei chacun par une couple de cötes opposes d’un hexagone inscrit dans 
la cubique ont en commun une m&me generatrice qui est une corde reelle ou 
ideelle de la courbe. 

12. 82 par un des sommets de Ühexagone gauche on mene deux 
plans tangens a la cubique, qui passent respectivement par les cöles qui 
ont en commun le dit sommel, ces plans coupent les cötes opposes en 
deux: points, qui avec le premier sommet delerminent un plan passant 
aussi par une dro:te fire, quelque soil le sommet qu'on a choisi dans 
"hexagone. Üette droite fixe est la möme qui est commune aux trois hyper- 
boloides, et autour de la quelle tourne le plan ab...c. 

On peut nommer cette droite la caracteristigue de l’hexagone 123456. 

Six points de la cubique donnent lieu a soixante hexagones; chacun 
d’eux a sa caracleristique et ses trois hyperboloides. Un hyperboloide con- 
tient quatre caracteristiques; par exemple les hexagones 

(123456), (126453), (123546), (126543) 
ont leurs caracleristiques situees sur l’hyperboloide (12 — 45). Chaque ca- 
racteristique est commune ä trois hyperboloides, done il y a quarante-ecinq 
hyperboloides pour six points donnes sur la cubique gauche. 

On deduit tres aisement du th&oreme fondamental donne ci-dessus la 
suivante proposition de M. Chasles *): 

Quand un eptagone gauche a ses sommels situes sur une cubique 
gauche, le plan de l’un quelconque des angles de l’eptagone et les plans des 
deux angles adjacens rencontrent respectivement les cöles opposes en trois 
points qui sont dans un plan passant par le sommet du premier angle. 


V. 
13. Une cubique gauche peut avoir trois asymptotes reelles, ou bien 
une seule asymptote reelle, et deux imaginaires. Comme cas particuliers, la 





*) Apergu etc. |. c. 
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courbe peul avoir une seule asymplote reelle a distance finie, et les deux 
autres coineidentes ä l’infini, ou bien elle peut &tre osculee par le plan a l’in- 
fini. Il serait bon d’adopter les denominations que M. Seydewiiz *) propose 
pour ces quatre formes de cubique gauche, savoir: Ayperbole gauche; ellipse 
yauche; hyperbole parabolique yauche; parabole gauche. 

Leellipse gauche a deux plans osculateurs paralleles entre eur 
qui coupent la surfuce developpable (dont la courbe est laröte de re- 
broussemen!) suiwvant deux paraboles; tous les aulres plans osculateurs 
coupent la meme surface suivant des ellipses ou des hyperboles. Les 
centres de toutes ces coniques sont sur une hyperbole dont le plan est 
parallele et equidistant aux deux plans osculateurs paralleles. Une 
branche de Ühyperbole locale contient les centres des ellipses; lautre 
branche contient les centres des hyperboles. Les points de la cubique 
auxquels correspondent des ellipses sont situes entre les plans osculateurs 
paralleles ; les points au.cquels correspondent des hyperboles sont au de- 
hors. Le plan de ÜUhyperbole locale rencontre la cubique en un seul 
point reel””) et coupe les cönes du second ordre qui passent par la courbe 
suwant des ellipses. 

L’hyperbole gauche n’a pas de plans osculaleurs paralleles;, tous 
ses plans osculateurs coupent la surface developpable qu'ils enveloppent 
suivant des hyperboles, dont les centres sont sur une ellipse. Le plan 
de cette ellipse rencontre la cubique en trois points reels, et coupe les 
cönes du second ordre qui passent par la cubique suivant des hyperboles. 

L’hyperbole parabolique gauche est larete de rebroussement d’une 
surface developpable qui est coupee par ses plans tangens suivant des 
hyperboles, a Üexception d’un seul qui la coupe suivant une parabole. 
les centres de ces hyperboles sont sur une autre parabole. Les deux 
paraboles sont dans un meme plan; et ce plan coupe les cönes du second 
ordre qui passent par la cubique suivant des paraboles. 

La parabole gauche a loules ses asyınpotes qui coincident a linfin:i. 
les plans osculateurs coupent la developpable suivant des paraboles. 





*) Grunerts Archiv etc. X, p. 209. 


**) Chaque plan passantl par une droite intersection de deux plans osculateurs 
reels (imaginaires) coupe la ceubique gauche en un seul point reel (en trois points 
reels): theoreme que j’ai demontre ailleurs (Annali di Matematica, gennaio -febbraio 
1859). M. Joachimsthal avait donnd ce m&me theoreme dans la savante Note qui suit 
le memoire de M. Schröter (ce Journal, B. 56, p. 45). 
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14. M. Seydewitz a deja observe que par une hyperbole gauche 
passent trois cylindres du second ordre hyperboliques; par une ellipse gauche 
passe un seul cylindre elliptique; par l’hyperbole parabolique gauche passen! 
deux evlindres, l’un hyperbolique ei l’autre parabolique: enfin par la parabole 
gauche passe un seul cylindre parabolique. Cela nous aidera ä enoncer des 
propositions nouvelles. 

Concevons la droite intersection du plan osculateur au point a d’une 
cubique gauche avec le plan qui coupe celie courbe en a et la touche en b; 
toute corde de la ceubique qui s’appuie a cette droite est rencontree har- 
moniquemen! par une deu.rieme droite qui est l’intersection du plan osculateur 
en b avec le plan secant en db et tangent en a. 

Cette interessante propriete donne lieu a plusieurs consequences. Si 
l’une des deux droites dont il est question ci-dessus tombe ä l’infini, la corde 
est bissectee par l’autre droite. Cela donne lieu au theoreme qui suit: 

En chaque point d’une parabole gauche on peut mener un plan 
fangent, qui soit parallele au cylindre passant par la courbe. Toute 
corde de celle-ci, parallele a ce plan est divisee en deux parties egales 
par une droite (diametre) qui est Üintersection du plan osculateur et du 
plan secant au meme point et tangent a linfini. Tous ces diametres dont 
un passe par chaque point de la parabole gauche sont parallele a un 
möme plan, savoir a la direction commune des plans tangens a linfini. 

Cette propriete qui, dans la parabole gauche, subsiste pour chacun de 
ses points, apparlient aussi aA l’hyperbole et ä l’ellipse gauche, mais seulement 
pour les points (trois ou un seul) oü elles sont rencontrees par le plan des 
centres des coniques inscrites dans la surface developpable dont la courbe 
gauche est l’arete de rebroussement. 

Donc Fellipse gauche a un diametre qui rencontre en un meme 
point la courbe et le plan des centres. Le plan qui touche la courbe en 
ce point et est parallele au cylindre elliptigue passant par celle-ci, est 
aussi parallele aux cordes divisees en deux parties egales par le dia- 
melre nomme. 

L’hyperbole gauche a trois diametres. Ilci il faut remarquer que: 
a chaque point commun a la cubique et au plan des centres correspond 
une asymptote de celle-ci ou bien un des trois cylindres hyperboliques. 
Voila en quoi consiste cette correspondance: 

Le plan osculateur de Ü'hyperbole yauche en un point du plan 
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des centres, et le plan qui passe par ce point el par lasymptolte cor- 
respondante, s’entrecoupent suwwvant une droite qui est un diametre de lu 
conique inlersection du plan osculateur avec le cylindre hyperbolique qui 
contien! lasymptole nommee. 


vi. 


15. On sait que le point de concours et les points de conlact de trois 
plans osculateurs d’une cubique gauche sont en un meme plan *). Le point 
de concours a regu le nom de foyer du plan. Tous les plans qui passen! 
par une meme droite ont leurs foyers sur une autre droite, et tous les plans 
qui passen! par cette deuxieme droite ont leurs foyers sur la premiere. Deux 
droites, telles que les points de l’une soient les foyers des plans qui passen! 
par l’aulre ont regu la denomination de drostes reciproques. Une droite qui 
soit lintersection (reelle ou ideelle) de deux plans osculateurs, et la corde 
(reelle ou ideelle) qui joint les points de contact sont des droites reciproques. 

On sait que dans un plan quelconque il n’y a qu’une droite qui soit 
peut mener qu’une corde de la cubique gauche ***). 

Concevons un plan qui coupe un autre plan contenant une conique ei 
cherchons le pöle de la droite interseclion des deux plans par rapport ä la 
conique:; nous dirons que ce point est le pöle du premier plan par rapport 
a la conique. 

Cela premis, les pöles d’un plan quelcongue par rapport a toutes 
les comiques inscrites dans la developpable, dont une cubique gauche 
donnee est Üarete de rebroussement, sont lous dans une conique, dont le 
plan a tous ses pöles, par rapport aux memes coniques inscrites, dans 
une aulre conique situee dans le premier plan. 

J’appelle conjoints deux plans tels que l’un contient les pöles de l’autre 
par rapport aux coniques inscrites dans la developpable, et conjorntes les co- 
niques lieux des pöles de deux plans conjoinis. 

Deux plans conjoints s’entrecoupent suivant une droile qui es! 
/oujours Üinterseclion (reelle ou ideelle) de deux plans osculateurs, et 





”) Chasles: Journal de M. Liowville, annee 1857, p. 397, 
*#*) Schröter: ce Journal, B. 56, p. 33. 
*###) Öhasles: |]. c. 





uch POLERET USTD ION N ü r STEINER jo PER REF anna a eu 
ELLE, Er RE Re, 3 Y «rer ; NEE Yet ee) 
De ne 5 2; DE ER r ae nn r a4 iu 97 Zuge £ er al Ar BF ine ae 

RE e FIRIRE, I ae DIR Br N N SE VRR Kr Be SE a a a 


Be 


et 
RB 


Kt 


& 
7 
5 
: 
5 
er 
ER 
3 
N 
Br 
“ g 
en 


RETTET eg 2 














Cremona, sur les lignes gauches de troisiöeme ordre et classe. 149 


par consequent ils ont leurs foyers sur la droite qui passe par les points 
de contact. 
Il suit de la que: 


Toute droite qui soit Vintersection de deux plans osculateurs est 
lare d’un faisceau de plans conjoints deux a deux; ces plans forment 
une involution dont les elemens doubles sont les plans osculateurs. 

Toute corde de la cubique gauche contient les foyers d’un faisceau 
de plans conjoints deux a deux; ces foyers forment une involution dont 
les elemens doubles sont les points de la cubique. 

16. Toutes les coniques conjointes qui appartiennent a un meme 
faisceau sont situees sur un meme hyperboloide a une nappe; et le lieu 
geometrique de leurs centres est une conique dont le plan passe par la 
droite des foyers. 

Il est facile d’etablir aussi l’espece de ces coniques conjointes. selon 
les divers cas a considerer. Par exemple, pour la parabole gauche on a le 
theoreme qui suit: 

Toutes les coniques conjointes qui appartiennent da un meme 
faisceau sont des hyperboles, a lexception d’une seule parabole dont le 
plan passe par le point central de linvolution des foyers. Les centres 
de ces hyperboles sont dans une parabole. Les cordes de cette parabole 
qui joignent deux a deux les centres des coniques conjointes passent 
toutes par un meme point. Les asymptotes des coniques conjointes sont 
toutes paralleles a deux plans. 


Vin. 


17. Ilest facile de construire une cubique gauche sur un des cylindres 
qui passent par elle. Une cubique gauche elant rapporlece a trois axes, nous 
supposerons que l’unite lineaire change de l’un axe ä l’autre; 9 exprimera 
toujours une variable. 

On construit tres aisement la parabole gauche au moyen des &quations: 

u, ya, ze" 
L’equation: 
!—y—=0 


represente le cylindre (parabolique) qui passe par la courbe. L’origine des 





*) Annali di Matematica — Roma — maggio 1858; settembre 1858; gennajo 1859; 
luglio 1859. 


Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 2. 20 
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coordonnees est un point quelconque de celle-ci; le plan des zy est oscu- 
lateur; celui des «2 est tangent ä l’origine et parallele au cylindre; le plan 
des cy est tangent a l’infini. 

La courbe n’a qu’une branche qui s’etend a l’infini tout le long du 
eylindre, sans asymptotes. 

18. Pour I’hyperbole parabolique gauche on a les equations: 

0° 2 
a y#, ==, 


@ est une constante. Le cylindre parabolique qui passe par la courbe esi 


“ [4 , [2 * = 
represente par l’equation: 
23? — Y _— 0. 


L’origine est un point arbitraire de la courbe; le plan des zy est osculateur; 


celui des 22 est tangent a l’origine et parallele au cylindre parabolique; le 
plan des yx est parallele aux deux cylindres qui passent par la courbe. 

La courbe est composee de deux branches infinies, dont chacune a 
un bras sans asymptote; les deux autres bras ont une asympiote commune 
qui est une generatrice du cylindre parabolique. 

Les deux branches different en cela, par rapport au cylindre parabolique, 
que, si on suppose ceci verlical, les bras d’une branche s’etendent tous deux 
en haut ä l’infini, tandis que l’autre branche a un bras qui s’etend en haut, et 
l’autre qui s’etend en bas. 

On peut construire l’hyperbole parabolique gauche aussi par les equations: 


0° & 


u at —9—.a, FE 


,’equation: 
yz—ıa=0 


represente le cylindre hyperbolique qui passe par la courbe. Des deux nappes 
de ce cylindre, l’une contient une branche, l’autre contient l’autre branche de 
la courbe gauche. 
19. On construit l’ellipse gauche au moyen des &qualions: 
0° 0° 0 
u 7 STE Aus 7 BE > 5, 
l’öquation du cylindre elliptique qui passe par la courbe est: 


yi—y)— az’ = 0. 


lei l’origine est le point de la courbe ou elle est rencontree par le plan des 
centres des coniques inscrites dans la developpable dont la courbe gauche est 
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l’arete de rebroussement. Le plan des yz est osculateur; celui des zx est 
tangent ä l’origine et parallele au cylindre; celui des xy est tangent ä l’infini. 

La courbe a une seule branche qui s’etend a l’infini tout le long du 
eylindre,. ei s’approche d’une asymptote qui est une generatrice du meme 
cylindre. 

20. Si on change «® en — a les me&mes dquations conviennent ä 
I’'hyperbole gauche, considerece sur un quelconque des trois eylindres hyper- 
boliques qui passent par elle. La courbe est composee de trois branches in- 
finies, dont chacune s’approche de deux asymptotes. Deux branches sont situees 
sur la nappe du cylindre (qu’on considere). qui contient une asymptote: la 


troisieme branche est sur l’autre nappe. 
En rapportant les trois branches aux six nappes des cylindres. on 


trouve que par chaque branche passent trois nappes appartenant ä trois divers 
cylindres; une de ces nappes ne contient pas d’asymptotes, ei chacune des 


autres en contient une. 
Milan. 27. mars 1860. 
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Ueber die Vertheilung der statischen Eleectrieität 
in einem kreisförmig begrenzten Segment einer 


Kugelfläche. 


(Von Herrn R. Lipschitz zu Bonn.) 


nr re | 








Die Einsicht in die Vertheilung der statischen Electricität bei einem 
leitenden Körper von bestimmter Gestalt hängt bekanntlich davon ab, dafs sein 
Zustand unter zwei einfachen Voraussetzungen theoretisch erforscht ist. Nach 
der einen Voraussetzung ist dem Leiter ein gewisses Quantum Electriecität 
mitgelheilt, und es wirken keine äufsern Kräfte auf denselben, nach der andern 
übt ein aufserhalb des Körpers befindlicher Massenpunkt eine erregende Wir- 
kung aus. Die beiden Aufgaben, welche hieraus entspringen, werden im Vor- | 
liegenden für den Fall gelöst werden, dafs die Form des Leiters als das durch 





einen beliebigen Kreis begrenzte Segment einer Kugelfläche betrachtet wird, 
indem die eine Dimension des Körpers gegen die beiden andern Dimensionen 
verschwindend klein ist. Die erste der bezeichneten Aufgaben hat @reen 
mit der Einschränkung behandelt *), dafs bei dem Leiter nur ein kleines 
Segment zur ganzen Kugelfläche fehle, und dafs kleine Gröfsen von höherer 
Ordnung als der Quotient des Radius des begrenzenden Kreises durch den 
Radius der Kugel vernachlässigt werden. Die gegebene Auflösung steht mit 
der meinigen in vollem Einklang, eine andre Arbeit über diesen Gegenstand 
ist mir aber nicht bekannt geworden. Die Untersuchung, welche den Inhalt 
des Folgenden bildet, beruht wesentlich auf den Eigenschaften derjenigen 
Function, mittelst welcher die Wirkung einer durch einen electrischen Massen- 
punkt indueirten leitenden Kreisscheibe in einem frühern Aufsatz dargestellt 
ist **), und die hervorgehenden Resullate, die den entsprechenden Sätzen für 
die Kreisscheibe an Einfachheit gleichkommen, lassen das gemeinsame Band 
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*) Band XLVII, pag. 174ff. dieses Journals. 


**) Beiträge zur Theorie der Vertheilung der statischen und der dynamischen 
Electricität in leitenden Körpern (S. pag. 1ff. und pag. 39 dieses Bandes). 
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zwischen diesen und den für die ganze Kugelfläche geltenden Sätzen deutlich 
erkennen. 

Indem ich zu dem Gegenstande der Mittheilung übergehe, fixire ich 
die Lage des leitenden Kugelflächensegments, das S genannt werden soll, so. 
dafs die begrenzende Kreislinie in eine horizontale Ebene fällt, und das Seg- 
ment S’ sich oberhalb dieser Ebene befindet. Die Fläche der ganzen Kugel. 
zu der S gehört, mag A, die Fläche des begrenzenden Kreises F' heifsen: 
der Radius von K werde mit r,, der Radius von F' mit e bezeichnet. Der 
Anfangspunkt der rechtwinkligen Coordinaten #, y, z sei der Mittelpunkt @ 
von F\, die Axen der x und der y seien in der horizontalen Ebene ange- 
nommen, die Axe der 2 verlikal nach oben gerichtet; dann hat der Mittel- 
punkt M der Kugelfläche A die Coordinaten 2 — (0, y=0, = ey(n—e), 
indem & die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem das Segment 
S sröfser oder kleiner ist als die halbe Fläche A. Die Beantwortung der 
im Eingange erwähnten beiden Fragen soll jetzt durch ein Verfahren ver- 
mittelt werden, das auf Veranlassung der zweiten Frage bei einem Leiter von 
beliebiger Form von Green angegeben und auch in dem angeführten Aufsatz 
erörtert ist. Es sei nämlich A ein aufserhalb des Segments NÖ beliebig ge- 
legener fester Punkt, in welchem die negative Einheit des electrischen Fluidums 
concentrirt sein möge, so besteht dies Verfahren darin, eine Potentialfunction 
v für den ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche S zu suchen. welche auf 
den Punkt 3 bezogen die Eigenschaft hat, gleich der reciproken Entfernung 
der Punkte 3 und A zu werden, sobald B ein Punkt der Fläche 8 ist, und 
zu verschwinden, sobald 3 sich von S' unendlich weit entfernt. Durch den 
Ausdruck Potentialfunetion für den ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche 8 
deute ich die Forderung an, dafs » im ganzen Raume mit Ausnahme dieser 
Fläche der Laplaceschen N, 

O’v 

(1.) + dy? 3 3: — 0 
genüge und mit Einschlufs seiner nach jeder beliebigen Richtung genommenen 
ersten Differentialquotienten endlich und stetig sei. Nun existirt immer eine 
und zwar eine einzige Polentialfunction, welche jene aufgestellten Bedingungen 
erfüllt, und diese ist identisch mit dem Potential derjenigen Belegung von 8, 
die durch den in A befindlichen Massenpunkt erregt ist und gebunden bleibt, 
wenn man nach vollendeter Induction den Leiter 5 mit einem andern Leiler 
von unendlich grofsen Dimensionen verbindet. Ist v» gefunden, so erhält man 
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die Dichtigkeit o der betreffenden Massenschicht im Punkte 3 von S durch 
die Relation 


e) (ee =). Fe) 
wo der radius vector MB gleich r geselzt ist, die neben den Klammern 
stehenden Ausdrücke die Werthe von r angeben, und dr, eine unendlich kleine 
positive Gröfse bedeutet. Da aber jede Belegung des Segments 8 als eine 
Belegung der Fläche A angesehen werden kann, bei welcher jeder aufser- 
halb S liegende Punkt die Dichtigkeit Null hat, so läfst sich die Gleichung (2.) 
durch die folgende einfachere ersetzen: 


ov 1 
BG’) we 2(—)._,. 4- (0) R 


welche für jede beliebige Massenvertheilung auf der Kugelfläche und das von 
derselben herrührende Potential gilt *). Die zweite der aufgestellten Fragen 
ist somit erledigt. 


Wenn der Punkt A mit dem Kugelmitielpunkt M zusammenfällt, so 


» . - . 1 . D 
mufs » an der ganzen Fläche S gleich —, also constant sein. Die ent- 
0 


sprechende Massenschicht ist alsdann identisch mit derjenigen, welche sich ohne 
Einwirkung äufserer Kräfte aus dem gleichen Quantum Electrieität bildet; denn 
diese Vertheilung mufs für die ganze Fläche einen constanten Potentialwerth 
hervorbringen und ist durch diese Bedingung vollkommen bestimmt. Die dem 


Potentialwerth — correspondirende Electricitätsmenge Q@,, ist die Summe der 


N, 
betreffenden Dichtigkeit o, also bekannt; soll daher die Vertheilung einer ge- 
vebenen Electricitätsmenge y ohne Action äufserer Kräfte bestimmt werden, 


worin die erste der aufgestellten Aufgaben besteht, so ist die Dichtigkeit gleich 


{7 _ 9 und das Potential der Wirkung gleich ? zu nehmen, indem die 
4 JM 


Gröfsen o und v sich auf die Lage des Punktes A in M beziehn. Hierbei 
kann bemerkt werden, dafs für jede Lage des Punktes A die Summe der 
Dichtigkeit o mit Hülfe von ®» ohne Integralzeichen darstellbar ist. Benutzt 
man einen Gaufsischen Satz **), bei dem zwei Belegungen derselben Fläche 





*) 8. Dirichlet: über einen neuen Ausdruck der Dichtigkeit einer unendlich dünnen 
Kugelschale etc. in den Abhandlungen der Berliner Academie vom Jahre 1850. 

**#) 5. Gaufs: Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhält- 
nisse des Quadrals der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstofsungskräfte, art. 19. 
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betrachtet werden, und nimmt erstens die vom Punkte A herrührende Schicht 
o, mit dem Potential v,, zweitens die vom Punkte M herrührende Schicht o,, 
mit dem Potential v,,, so entsteht die Gleichung 


Seromök — Jonvuök, 


In derselben ist O% das Flächenelement von K, die Integration geht auf die 
Fläche S, die Werthe v, und v,, sind so zu nehmen, dafs bei der Integration 
der Punkt B sich in S bewegl. Da nun für diese Fläche v,, constant gleich 


= v , gleich der reciproken Entfernung der Punkte 3 und A ist, so wird 
N, 


die linke Seite der Gleichung gleich der Electrieitätsmenge fg ,0k oder Q, 


1 ’ 
mal —, und die rechte Seite gleich dem Potential der Belegung o,, in Bezug 
0 
auf den Punkt A, d.h. gleich dem Werthe von v,,, sobald man den Punk! 


A für den Punkt 3 setzt. Bezeichnet man diesen Werth durch v,, ,, so 
kommt für die Electricitätsmenge Q, die Gleichung 


8) 0, = rıtmas 
die für jede Lage des Punktes 4 gilt. 


Vor der Aufstellung des allgemeinen Ausdrucks für v ist es zweck- 
mäfsig, an den besondern Fall. dafs das Segment S in die ganze Kugelfläche 
K übergeht, einige Bemerkungen anzuknüpfen. Bekanntlich gründet sich als- 
dann die Bestimmung des Potentials der durch einen electrischen Massenpunkt 
erregten Vertheilung auf einen geometrischen Satz, der folgendermafsen lautet: 


Wenn der (inducirende) Punkt A mit dem Kugelmittelpunkt M durch 
eine gerade Linie verbunden und in dieser mit A auf derselben Seite von M 
ein Punkt A, so bestimmt wird, dafs das Product der Abstände MA und MA, 
gleich dem Quadrat des Radius r, ist, wenn ferner B irgend einen Punkt der 
Kugelfläche K bedeutet, so gilt die Proportion 


(4) BA:BA, = MA:r,=r,:MA.. 


Die übliche Auffassung des physikalischen Problems verlangt, dafs A im 
Raume aufserhalb K liege, dieser Satz ist aber an keine Beschränkung der Lage 
von A gebunden. Denn es leuchtet ein, dals, wenn A im Raume aufserhalb A 
angenommen wird, A, einen bestimmten Punkt im Innern von Ä bezeichnet. 
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und dafs. wenn man diesen für 4 nimmt, der früher mit A bezeichnete Punkt 
die Rolle von 4, spielt. Es wird nun im Folgenden nothwendig sein zu 
unterscheiden. ob ein innerhalb Ä befindlicher Punkt A über oder unter der 
Kreisfläche #' liegt, und für die Lage des entsprechenden Punktes A, ein 
Merkmal zu besitzen. Ein solches liefert die leicht zu erweisende Bemerkung. 
dals für jeden in der Fläche F' angenommen Punkt A der zugehörige Punkt 
A, sich auf dem aufserhalb Ä fallenden Segment F\, derjenigen Kugelfläche 
befindet. die durch den Punkt M und die das Segment S’ begrenzende Kreis- 
linie hindurchgeht. Der bequemern Uebersicht wegen habe ich in den rechts- 
stehenden Figuren einen durch die verlicale Linie MO geführten Durchschnitt 
des Raumes angedeutet; der ersten Figur liegt die Annahme zu Grunde, dafs 
“SS eröfser als die halbe Kugelfläche A, oder e=1 sei, der zweiten Figur 
die enigegensiehende Annalıme, dafs e= —1 sei, und ich werde mich im 
weitern Verlauf der Mitiheilung durchgehends auf diese beiden Figuren be- 
ziehen. Es werde nun der durch die Fläche #' und das Segment S einge- 
schlossene Raum mit 7’, der durch die Fläche F' und das untere Segment von Ä 
eingeschlossene Raum mit 7’ bezeichnet; ferner heifse, wenn e=1 ist, der 
durch das untere Segment von Ä und das Segment F\, begrenzte Raum T, 
und der übrig bleibende äufsere Raum 7',, dagegen heilse, wenn e= —1 
ist. der durch S und F\, begrenzte Raum 7’, und der übrig bleibende äufsere 
Raum T,. Dann folgt aus dem Gesagten, dafs wenn man den Raum, in 
welchem der Punkt A angenommen wird, und den Raum, in welchen der 
zugehörige Punkt 4, fällt, correspondirende nennt, die Räume 7 und T, 
und die Räume T’ und 7, durchaus mit einander correspondiren; und darin 
besteht das gesuchte Criterium. 


Um die Gröfse v® auszudrücken, benutze ich dieselben Coordinaten, 
welche in dem angeführten Aufsatz angewendet und mit den Buchstaben 0, u, 
bezeichnel sind. Dieselben hängen mit den rechtwinkligen Coordinaten &, y, 2 
durch die Gleichungen 


co 


5.) z=eyl—oyl—wc0osy, y=eyl—-oyl—wsing, = 





zusammen; o ist gleich der imaginären Einheit Y—1 oder 2 mal einer reellen 
Gröfse, die jeden zwischen Null und -—- x liegenden Werth annimmt, w wird 
zwischen den Grenzen —1 und +1, der Winkel g zwischen den Grenzen 
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— nn und 7 vorausgeselzt, 
uud die Quadratwurzeln y1—0o° 
und yl—u? sind stets positiv. 
Ich wiederhole jetzt folgende 
einfache Construction: von dem 
Punkte (o,u,gp) oder B (der 


in beiden Figuren in S ange- 





nommen ist) fälle ich auf die 

Ebene der x, y das Perpendi- p' 
kel BC, ziehe den Kreisdurch- | 

messer DOCE, dieLinien DB, - “ 
EB und bezeichne den Winkel T, T' 


DBE durch w, dann wird 
Er er NEE 


6. 0 + 
( ) cos 30 — A a * sın dw = —= —E ; 
ya —o Yu—o 
und es gilt das obere oder untere Zeichen, jenachdem « positiv oder negaliv 


ist, d. h. 3 oberhalb oder unterhalb #' liegt. Wegen des Ausdrucks e yu’—o’, 
der in der eitirten Abhandlung als die mittlere Proportionale der Linien DB 
und EB aufgefafst ist*), kann die Bemerkung hinzugefügt werden, dafs, wenn 
man durch die Halbirungslinie des Winkels DBE eine gegen das Dreieck 
DBE senkrechte Ebene hindurchführt, und diese den begrenzenden Kreis in 


den Punkten @ und 4 trifft **), die Linie B@ = BH— cyw—o° ist. Die 














Hälfte des Winkels @BH hat dann die trigonometrische Tangente — 


Durch Einführung der Coordinaten o, u, Y nimmt die Bedingung da- 
für, dafs der Punkt 3 sich auf dem Segment S befinde, eine einfache Gestalt 


an. Selzt man \n-)=e,—=—, so hat der Kugelmittelpunkt M die 


Coordinaten o—=@,, u—=e:= +1 nach der obigen Unterscheidung, und das 
Quadrat der Linie MB wird gleich dem Ausdruck e(I—o—o’— u’ 280,0u). 
Mithin ist die Gleichung, welche ausdrückt. dafs B ein Punkt der Kugelfläche 





*) S. pag. 41 und 42 dieses Bandes. 
**) Die Punkte G@ und H sind in den Figuren nicht angedeutet, da sie aufserhalb 
der verlikalen Ebene des Dreiecks DBE liegen. 
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’_» 7» na: D) . 
K is, BM =r; oder die folgende 
+ u? — 280,0u — 0; 
zerlegt man aber deren linke Seite in zwei nach o und u lineare Factoren. 


so entsteht 
®+W—280,0u — (u—(2,— iy1—0})0) (u— (80, + iy1— 02) 0), 

und es tritt der Umstand hervor, dafs der erste Factor verschwindet, wenn 

B auf dem obern Segment 8 liegt, und dafs der zweite Factor verschwindet, 

wenn B auf dem untern Segment von K liegt. In der That ist nach (6.) 
die Grölse — gleich tg4w oder 
gleich — tglw, je nachdem 
B oberhalb oder unterhalb F 
liegt; und verlängert man die 
vertikale Linie MO, bis sie 
das obere Segment 8 im 
Punkte Z,, das untere Segment 
von K im Punkte Z/ trifft, so 
ist für einen Punkt 2, der sich 
in 8 befindet, der Winkel w 
oder DBE constant gleich dem 
Winkel DLE, und für einen 

Punkt DB, der sich im untern Segment befindet, der Winkel » oder DBE 


constant gleich dem Winkel DL’E. Ferner ist die Linie LO=cy1—o, + —. 


. ; Ti 7 €Ec0 .L> . . . 
die Linie L0=.yl-o— —, mithin die trigonometrische Tangente der 


Hälfte der Winkel DLE und DL’E respective gleich YI— 0 — r und 


y1—o} - -_ Also ist die Aussage gerechtfertigt, dafs für jeden Punkt B 


von S die Gleichung 
(7) u-(,—iyl—o)o — 0 

erfüllt ist, und für jeden Punkt 3 des andern Segments von Ä die Gleichung 
(8) u— (e0,+:y1—0})o — 0. 


Hieran schliefst sich die Bemerkung, dafs, weil nach (6.) die Gröfse 2 


ist, sowohl o als « unter den Voraussetzungen, die für (7.) und (8.) gelten, 
durch yz oder y—2z dargestellt werden können; aus der Gleichung (7.) 
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folgt nämlich 

ar) ei), rei ey). 
und aus der Gleichung (8.) ergiebt sich 
(8*) co —=?iy(eo,t+ y1—0}) =): u—= — yY—-eo + 1) v2). 


Dem Punkte A werden im Folgenden die Coordinaten o—=1r, ur, 
y=w, und dem Punkte A,, welcher nach der dem Satze (4.) zu Grunde lie- 
genden Construction mit A correspondirt, die Coordinaten o—=1r,, u=»,. 
= w beigelegt werden; der Winkel g hat offenbar für beide denselben 
Werth und ist deshalb durch denselben Buchstaben % bezeichnet. Den Punkten 
A und A, mögen ferner respective die rechtwinkligen Coordinaten (z,y, 2) 
und (%,,Yı, %,) entsprechen. Um dann die Gröfsen 7, und », durch die 
Gröfsen r und v auszudrücken, werde von folgenden Gleichungen ausgegangen. 



















welche die geometrische Betrachtung unmittelbar angiebt: 


r’z y 


(9.) 1 2’+y’+(3 —ecs,)? /) Yı a’ +y’+(2— 8c8,)” | 














aa r(2—E£c$,) 
| % Tr ty’ — Ecs,)” 
= Aus den Gleichungen (5.) bildet man durch Verwandlung von 0, u, g in 


= q,v, w die Relation 
3 (10) —e(-r) = aHty +2 + ic), 
= welche die Stelle von zwei Gleichungen vertritt, indem bei der Vertauschung 
von 2 mit — 2 die Gröfse z in —r zu verändern ist. Benutzt man diesen 
Umstand und fügt den Gröfsen 7, v, x, y, x das Zeichen , bei, so kommt 
in gleicher Weise 

10%) eat) = Atyta io). 


Nun läfst sich der Ausdruck der rechten Seite, wie folgt, darstellen: 
z+yı+(2,— 20)? = at yı4+(2,— 805,432, — E05,)(E8,—2E) + (E08, — ic), 














4 Pr ri ’ 1)( (3 — £c; 

4 und wird daher durch Einsetzung der Werthe en) 50) — 23,— 868, 
i ur rg 

ns $ 

; und FIIR ‚= a -+Yyı+ (2, — &05,)” so umgeformt, dafs nach dem 


Herausheben des Factors (ecs,—iec)’ die drei Terme sich in einen zusammen- 
ziehen, und folgende Gestalt hervorgeht: 


44er = Mzfettrtttetin] 


1 


ae 


* 


as) 2 Bu 
un en en en . I en urn ne mann 
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Vermöge der Gleichung (10.) wird aber hieraus 

} 2 __ —erll+es)(tT—v)? | 

(7 Fri) er z—eis,)” 
schreibt man nun o, für ®s, und e(1—0,—r’—v’+2e0,rv) für #’+y’+(2—ecs,)), 
und zieht auf beiden Seiten der Gleichung die Quadratwurzel aus, so entsteh! 


die Relation 


! 
N 





+11 +:80,)(T— v) 


v(1—0o: —r’— v’+2so,rv) ’ 





(11.) Tı + v, = 


welche für 7, und v, die gesuchten Darstellungen durch 7 und v in folgender 
Weise liefert: 
+i(— 80,T+v) +i(&0,9— T) 


vi—o5—tT’—v’+2eo,tv) ’ de y(i— 0, — T’— v’+280,TV) 








1) = 


Das Vorzeichen in (11.) und (12.) ist so zu bestimmen, dafs, wenn die 


T, 


Gröfsen r und v alle ihnen zustehenden Werthe durchlaufen, die Gröfse 7 


niemals negativ wird. Mithin ist das Vorzeichen der Gröfse (—eo,r-+rv) das 
entscheidende, da die Quadratwurzelgröfse im Nenner als stets positiv be- 

trachtet wird, und man hat 
T, | dasselbe für jede Lage des 
Punktes A oder (r,v,ıy) aus- 
zumitteln. Liegt? A in der 
Fläche F\, so ist —=0 und v 
positiv oder negativ, je nach- 
dem dieser Punkt zum Raume 
T oder zum Raume 7’ ge- 
| h rechnet wird. Für e==1 bleibt 
5 der Ausdruck —o,r-v positiv, 
ef so lange » positiv ist, d.h. so 
lange A oberhalb #' liegt, er 
ist negativ, wenn A in dem 





Raume liegt, den die Fläche #' und diejenige Fläche, für welche — o,r+v 
verschwindet, begrenzen, und wird wieder positiv, wenn sich A aufserhalb 
dieses Raumes befindet. Für = —1 bleibt dagegen der Ausdruck +0o,r-+v 
negativ, so lange v negativ ist, d. h. so lange A unterhalb #' liegt, er ist 
positiv, wenn A in dem Raume liegt, den die Fläche #’' und diejenige Fläche, 
für welche + 0,7-+v verschwindet, begrenzen, und wird wieder negaliv, 
wenn sich A aufserhalb dieses Raumes befindet. Die Gleichung — 0,7 +v—=0 
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bezeichnet aber, wie leicht einzusehen, diejenige Fläche, die vorhin F\, ge- 
nannt worden ist. und der Raum, welchen F' und F, einschliefsen, besteht 
nach der eingeführten Bezeichnung, wenn e=-+1 ist, aus den Räumen T' 
und T,, und wenn e= —1 ist, aus den Räumen 7' und 7',. Demnach bildet 
sich für die Gleichungen (11.) und (12.) die Regel, dafs in denselben das 
obere Zeichen gilt, wenn A in den Räumen 7 oder T', befindlich ist, und 
das untere Zeichen, wenn A in den Räumen 7’ oder T, liegt, und die 
Gröfsen 7, und v, sind somit vollständig bestimmte Functionen der Gröfsen 
t und v. 

Da es wünschenswerth ist, für die Verbindungslinien der Punkte B, M 
mit den Punkten A, A, abgekürzte Ausdrücke zu haben, setze ich 


2 ehr 2 en 
BA =CN, BA, =eN.. 
an 42 #) an 22 y) 

MA = en, MA, = c’n,. 


und in Folge dessen 
N=?2—-—wW——v+2ourmv—2yl— oa Yl—wWyY—ry1—rv’cos(p—w). 








N =2—-"— W"—H—r4?Rourm, —-yl—A— uw yl—ryl — Y!cos (py—ıw), 
n = 1-0 — "—rv'+ 2so,tv, 

n, = 1-5 — ın—rı+ 2eoyTV,. 

Alsdann hat die gesuchte Potentialfunction v, bezogen auf den Punkt B oder 


(0, u, 9), folgende Gestalt: 
(l.) A im Raume T", 


















































. \ a 1 ) 1 YvN Yn, —YN, ! 
B im Raume T, v— nelyN N — ort uv 7 VI-oYN er +uv, )’ 
RL. 1 —yN Yn, YN, 
B aufserhalb T, v—= —. | 7m areig Ta + 1; er 777 Be | ; 
(I.) 4A im Raume T',., 
| te, —yYN aid, YA 
3 im Raume I, vn tt Yan TE Zar j 
' 1 1 vN yn —y/N | 
B aufserhalb T, » — —! —— arcle  ——t arcl in}: 
te Fr > — or+uv 1 y1—o?yN, erg 
(II) A im Raume T’ oder T\. 
; ya 1 1 —yYN Yn —yN \ı 
B ı T — —_! __arc ! are i 
in Raume I, v—=_— 7N arclg — 1 + en a La is 
1 1 YvN yn YyN } 
Ba fs h h T,, I u $ — . ATrOCIO — 1 'elo 1 . 
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Der Fall, dafs der Punkt A mit dem Kugelmittelpunkte M zusammentrifft, ist 
hier ausgeschlossen und später zu erörtern; die Werthe der Function arctg. sind 
hier und überall im Folgenden zwischen den Grenzen Null und zz zu wählen. 


Da nach dem oben Gesagten nur eine einzige Function existirt, welche 
den für » aufgestellten Bedingungen genügt, so hat man nur zu zeigen, dafs 
die in den vorstehenden Gleichungen für @ angegebenen Ausdrücke denselben 
in der That genügen, und die Richtigkeit dieser Gleichungen ist strenge er- 
wiesen. Dieses Ziel lassen die folgenden Betrachtungen erreichen. 


.: 1 N 
1. Es ist gezeigt worden *), dafs der Ausdruck —— arcig BE. 
Y\N — ot+uv 
als Function der Gröfsen o, u, g aufgefafst, eine Potentialfunction für den 
sanzen Raum mit Ausnahme der Fläche F ist, welche verschwindet, wenn 


der Punkt (o, «,g) sich von #' unendlich weit entfernt. Aus diesem Grunde 


IR x AP 
und wegen der bekannten Eigenschaften der Gröfse 7N ist der Ausdruck 


| 9 1 \ i : . 
V u e eine, bei unendlicher Ent- 


/N 
—— garelo = ha -arclg 
yN’ 7° —or+uv yX YN > — or+uv 
fernung des Punktes (o,u,gy) von F, verschwindende Potentialfunction für 











den ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche E' und mit Ausschlufs des Innern 
einer um den Punkt 4 mit beliebig kleinem Radius beschriebenen Kugel. 
Befindet sich nun zunächst der Punkt A im Raume T7', so wird eine Function 
u? 
vN 





des Punktes (o, u,g) oder B, die innerhalb 7" gleich 





Raum mit Ausnahme der Fläche 8 sein, wenn es feststeht, dafs an der Fläche 
F' weder für sie selbst noch für ihre ersten Differentialquolienten eine Unter- 
brechung der Stetigkeit eintritt. Es kann nämlich eine solche nur entweder 
bei dem Durchgang durch die Fläche F' oder bei dem Durchgang durch die 
Fläche S vorkommen, weil jeder der beiden genannten Ausdrücke für den 
Raum, in welchem er gelten soll, Potentialfunction ist. Denn die Flächen F 
und S bilden zwischen diesen Räumen die Grenze und nach der gemachten 
Annahme können die Punkte 3 und A nur im Raume T', niemals aufserhalb 
desselben zusammenfallen. Um jetzt zu zeigen, dafs die oberhalb und unter- 
halb #' herrschenden Werthe der in Rede stehenden Function sich nach der 


*) S. pag. 39 dieses Bandes, wo die Buchstaben o, u, @ dieselbe Bedeutung haben, 
die Buchstaben 0’, u’, @' aber respective durch 7, v, w zu ersetzen sind. 


Here 
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Stetigkeit an einander anschliefsen, betrachte man einen beliebigen Punkt 


(0, 4, p), der im Raume 7' der Fläche F' nahe liegt, und den ebensoweit von 


F' abstehenden Punkt im Raume 7", nämlich (0, —u,y); dann ist — eine 
kleine Gröfse, die Werthe « und g bleiben aber unbeschränkt. Man gelangt 


von dem ersten Punkt zu dem zweiten, indem man in 7 die Werthe « und y 


festhält und den Werth - bis zur Null abnelımen läfst. dann wieder in 7 


die Werlhe ii und Y festhält und den Werth nr von der Null bis zur 


[07 .. B. . . . . . . 
Grölse — wachsen läfst. Geschieht dies Aa il in den Ausdrücken 
\ reig Er 
— as 
N ?—orruv 
derselbe, als wenn in dem ersten Ausdruck die Werthe « und g ungeänder! 





1 ai 
und Zn reg —, ra —, , 50 ist der Erfolg bei dem zweiten 


blieben und die Variable — nach Erreichung des Werthes Null von diesem 


) 
bis zu dem Werthe —— stelig fortschritte. Daraus aber kann der stetige 


Zusammenhang der beiden Ausdrücke, sie selbst und ihre Differentialquotienten 
betreffend, geschlossen werden, und die Function, welche ihnen respective in 
T und 7’ gleich ist, gewinnt den Character einer Potentialfunetion für den 
ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche 8, die in unendlicher Entfernung von 
der Fläche #' oder, was gleichbedeutend ist, von der Fläche S$' verschwindet. 
Ist dagegen der Punkt A aufserhalb des Raumes 7’ befindlich, so wird durch 
genau dieselbe Erwägung eine Function des ir BD, die innerhalb 7 gleich 











— arcig — und aufserhalb 7’ gleich Rn arclg rar ist, als eine 
Potentialfunction von denselben Eigenschaften DREI. 
2. DBemerkt man, dafs die Ausdrücke -arcig vn, und 
N . vs Fr 
YN, u, Jr in Beziehung auf den Punkt A, oder (7,, v,. w) 


und den - B oder (o, u,y) ganz dieselben sind wie die Ausdrücke 


_arct und —-aret = tive in Beziehung auf d 
yN Tau on YN cig — or Luv respective ın beziehung aul den 








Punkt A oder (7,v,) und denselben Punkt B, so erhellt, dafs die in (1.). 
(II), (II.) für v aufgestellien Werthe immer Aggregate von zwei Potential- 
functionen des in 1. bezeichneten Characters sind, deren jede mit einem von 
0, 4, @ unabhängigen Factor multiplieirt ist. Folglich ist auch jeder der für 
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v aufgestellten Werthe in Bezug aul den Punkt B eine Potentialfunction für 
den ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche 8, die bei unendlicher Enifer- 
nung des Punktes 3 von S' verschwindet. 


3. Es bleibt mithin nur noch der Nachweis zu führen, dafs, wenn der 
Punkt B in das leitende Segment S eintritt, diese Werthe sich auf die re- 


ciproke Entfernung der Punkte 3 und A, d. i. auf die Gröfse an reduciren, 


Dann erfüllen die Coordinaten o und ı: des Punktes B die aufgestellte Glei- 
chung (7.) 

u — (0, —iyl— 0)o —= (0, 
und unter dieser Annahme sind die Ausdrücke N, und — o7,+ ur, durch die 
Gröfsen 7, v darzustellen, wozu die Gleichungen (11.) und (12.) dienen. Der 
specielle Werth N, wird bequemer ohne Rechnung gefunden, indem man den 
auf derselben Voraussetzung beruhenden Satz (4.) in die analytischen Zeichen 


(13.) eyN:eyN, = eyn: ey1— oo = eyl u: eyn, 


kleide. Um den Ausdruck — 07,4 ur, umzuformen, zieht man aus der Glei- 
chung (7.) den Schlufs, dafs 


o—n _ 1-tifl-e _ ifioo: 
o+t4 1+80,—iy1—o? 14.0, 
ist, und multiplieirt die linke Seite der Gleichung (11.) mit (o— u), die 


rechte Seite mit (o+m) Dann hebt sich die Gröfse (1-+ eo,) fort 


und es kommt die Gleichung 











(14) (utn)lo—u) = HR (er r)(ot u), 


welche durch Sonderung des Reellen und des Imaginären in die beiden fol- 





genden zerfällt 


en 


— on +um, = zn (—0oT-+ ur), 
Flo 
Yn 

Das Zeichen + ist hier ebenso wie in den Gleichungen (11.) und (12.) zu 
nehmen, d.h. es gilt in den vorstehenden Gleichungen das obere Zeichen, 
wenn der Punkt A in den Räumen T oder T, liegt, und das untere Zeichen, 
wenn A sich in den Räumen T’ oder T/, befindet. Man schliefst nun aus den 
Gleichungen (13.) und (15.), dafs. wenn der Punkt B sich auf dem Segment S 





(15.) 





— ov, turn = (— ov-- ur). 
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| Yn, a ui ER 
befindet, der Ausdruck VEN gleich ZN’ und der Ausdruck ern we 
N —yYN 
gleich on oder gleich — wird, je nachdem der Punkt A in 


den Räumen 7 und 7’, oder in den Räumen 7’ und 7 gelegen ist. Des- 
halb gehen die für » angegebenen Ausdrücke in den drei gesonderten Fällen. 
sowohl wenn der Punkt 3 vom Raume T aus, als auch wenn der Punkt B 
vom Raume T’ aus an die Fläche Ö herantritt, in den Werth 


Br Bi, N 1 —yN 
ne (7m areig EN Ze) UN 








über, welchen die Potentialfunction ® in der Fläche 5 annehmen soll; und 
damit ist die Verilication der Gleichungen (1.). (11.). (III.) ausgeführt *). 


In diesen Gleichungen ist das Zusammenfallen der Punkte 4 und M 
ausgeschlossen. weil dann der zugehörige Punkt A, in unendliche Ferne rückt: 
nähert man aber den Punkt A dem Punkte M, so convergirt auch der Werth 
v gegen eine feste Grenze und diese entspricht der Annahme, dafs A und M 


derselbe Punkt sind. Um diesen Werth von v zu erhalten, ist für &=1 die 


Gleichung (1.),. für &—= —1 die Gleichung (IIl.) zu benutzen, da M respective 
bei e=1 und bei e—= —1 in den Räumen 7 und T’ liegt. Wenn nun der 


. . . x Pr . Y „fr T . 
Punkt A, sich immer weiter von NÖ entferni, so wächst die Grölse . über 


jeden gegebenen Werth, die Gröfsen v, und w bleiben aber innerhalb ihrer 


4 “ hl . . ivN n . 
endlichen Grenzen. Es gehen die Ausdrücke —— und nor mit wachsen- 
1 rn 











. . .. * N hd . 
dem 7, in die Einheit, der Ausdruck N geht in den Werth — über, 
or, tw, 0 


also sind dieses die betreffenden Grenzwerthe für unendliche Entfernung des 
Punktes A, von der Fläche 8. An die Stelle von 7, v sind die Werthe o,, & 
zu selzen. und die Gröfse N wird von den Winkeln g und unabhängig, 
nämlich gleich dem Ausdruck 1— ,— o’— w’+2:0,0u; so entstehen für v zwei 
verschiedene Ausdrücke, je nachdem e=1 oder e= —1 ist, welche in der 


folgenden Formel zusammengefafst sind: 





*) Green hat Bd. XLIV, pag. 370 dieses Journals für jede Form des Leiters er- 
wiesen, dafs der Werth » ungeändert bleibt, wenn die Punkte A und B vertauscht wer- 
den; es scheint daher unnöthig, in diesem speciellen Falle auf diese Eigenschaft von » 


einzugehen. 
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(IV.) 4 im Kugelmittelpunkt M, 


Pe u; de 1 ey N 1 —i 
B im Raume T, v—= — 8 ——- —— arcıg( —)}, 
—ıY N | 1 


TC = 
ON 

Bei den für v» aufgestellten und bewiesenen Ausdrücken erkennt man 

leicht, dafs, wenn der Punkt A einer der Flächen, welche die Räume T und 
T, T' und T,. T, und T, trennen, von jeder der beiden Seiten genäher! 
wird, die enisprechenden Werthe von ® an der Fläche selbst zusammenlallen: 
in die Fläche 8, welche T und 7’, sondert, darf der Punkt A vermöge der 
Natur der behandelten Aufgabe niemals eintreten. In gleicher Weise resultiri 
für » in dem Falle, dafs das Segment ÖS gleich der halben Kugelfläche A 
wird. aus der Annahme e=1 und der Annahme e= —1 dieselbe richtige 
Bestimmung, indem man den Werth o,==0 setzt. Besonders einfach wird 
der Werth vo, wenn der Punkt A dem unteren Segment der Kugelfläche Ä 


angehört. d. h. wenn zwischen den Variabeln r, v die Gleichung 





B aulserhalb T, v— = zw areig 


v— (&0,-- 2] 1— 0) — 0 


gilt, die durch Substitution der Gröfsen 7, v für o, u aus (8.) folgt. Als- 
dann fallen die Punkte A und A, zusammen, und es ergiebt sich 





wenn 3 im Raume T' liegt, © 


(16) / 


wenn B aufserhalb 7 lieg, 8 = ———- arcig 
ney N — ot+ uv 





Die Funelion v, welche jelzt für jede Lage des Punktes 4 gefunden 
ist, drückt nach dem Öbigen das Potential derjenigen Belegung von NS aus, 
die durch einen in A befindlichen, die negative Einheit der electrischen Materie 
enthaltenden Punkt erregt und gebunden wird. Die Dichtigkeit o dieser Be- 
legung, deren Kenntnifs ein Hauptziel unserer Untersuchung ist, wird aus der 


Gleichung (2 *.) 
7 1 
= 2a ).tr 


abgeleitet. Da r die Linie MB bedeutet, so ist (= } _,, derjenige Werth 


von En welcher entsteht, wenn man den Punkt 3 im Raume T an die Fläche 


or 


5 herantreten läfst, und zur Bildung dieses Ausdrucks sind die für den Raum 7 
geltenden Werthe von vo anzuwenden. Um nun eine Function der Variabeln o, u, p 
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nach der Gröfse r zu differentiiren, ist zu bemerken, dafs der Winkel y von 
r — ist und dafs, wenn die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 




















; om 00 
(o, u, gp) durch x, y, z& bezeichnet werden, die Differentialquotienten — und 
cu or 
— nn Werthe haben: 
or 
06 »E 06 4 - 00 00 z—E&08, 
ee 7 oO r ' .6 ) i 
DE er ae we 
or ox 9 "A A r 
Vermöge der Gleichungen (5.) werden hieraus die Bestimmungen: 
 : (1— 0°) (0 — &0,u) 
or (u? — o’)yi—o?—0o’— u’'+2eo,ou) ' 
‚DM _:%.  —(-—u’)(a—:0,0) 
or (u? — o’)y(l — 0, —o’— u*’+280,0u) ' 


und für den vorliegenden Fall, dafs der Punkt B in 8 liegt, oder dafs 
u — (80, — 2} Beer, a 0 
ist. nehmen sie folgende einfachere Form an: 
6 ul o') ) ol u® 
a7) ee ee), „ae _ icio 


or u? — 0° or u’ — 0° 











Der Kürze wegen sei 
— + w—=[, — on un ={, 


” . ot . [2 * . 
sgeselzt, dann ist behufs der Bildung von — zunächst auf die beiden Ausdrücke 
or 








vN | c SE 1 18 


ar Grete 7) hr ET NEN) 
= £ ); N, 














arcig — .— — 


ER. arcle 4) = (- 


C 
ör \YN . N(&+NV? Or TITELN Or 


zu achten. Den Differential- 


7 


quotienten — erhält man ohne 


Rechnung aus der Betrachtung 
des Dreiecks BMA, dessen 
Seite BA=cyN, dessen Seite 
MA=cyn ist, und dessen 
Winkel BMA durch y bezeich- 
net werden soll. Unter der 
besonderen hier geltenden Vor- 
aussetzung, dafs 3 dem Seg- a | L' 
ment ‚S' angehört, findet sich T, 
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N—= 1——2yl— olyn.cosy-+n, 


und 


(18.) I — —= 2(yl— o— yn.cosy). 


aber geben die Gleichungen (17.) die Relation 


N, Bo 
ro al (1— o’)ur+ (1— w)or), 


: 
Für 
or 


oder indem man — ov+ur=n selzt, 


ö BR . 
(19.) oe ZT 


Wird in den Gleichungen (18.) und (19.) r, v respective durch r,, v, er- 
selzt, und schreibt man n, für (—ov, + ur,), so ergiebt sich 


(20) ce: — 2(yI-— yn,.cosy), 


0) —i ne 
(21.) ei — at ouc,), 
und y hat dieselbe Bedeutung wie vorhin, da die Winkel BMA und BMA, 


dieselben sind. Man substituire nun in die Ausdrücke 


oy1 V 1 YyN 
2 5,  (Gmereig E )+ yı yYN" eig =: 


arctg SER 


a 1 
2 (Im arts FF) + 10 YN zer vi 
die Werthe von ud und ve aus (18.) und (19.), so geht nach einer kleinen 
Reduction der erste in die er 
f „—1-10° (No? m cosp)E | (nt oud) 

ac y1—o? ms areig r + Fr u—0o ): 
und der zweite in die Gestalt 

’ n—1 N (Y1—o? an: n.cosy)& , i(n-+ou£) 

(23.) Io} - + 20? 
über. Alsdann werde in (22.) und (23.) 7, v in z,,. v, verwandelt und der 


1—0? .. h ER 4 
Factor — si I hinzugefügt, so entstehen respective die beiden Ausdrücke 


y1—0, 























y1—0?$ n,—1+0? 
24. t 
a yen Eee HaRm 


. = In- 








(zer 4 .cosy)£, N Me N, 











(25.) 


(Fe .cosy)&, 4 een )) 


- 








OR EAN Kahn Kl ten 
EEE ER HE ER 
ann ETESTNÜ DEREN ERBE EEE Eee van 2. ” 

' ö R < BL CORE) VE EDE ERE S OTEUEE ..e 





eae d TER TEEN 
RETTEN 5 
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Ein Blick auf die Gleichungen (1.), (1I.), (III.) zeigt nun, dafs das Aggregat 


2 =), : + (),; welches den Werth Ang bestimmt, aus je zweien der 
in! Tr 


Ausdrücke (22.), (23.), (24.), (25.) durch Addition erhalten wird. Da der 
Punkt B sich auf dem Segment S befindet, so ist die Voraussetzung erfüllt, 
unter welcher die Gleichungen (13.) und (15.) bestehen, und diese liefern 
zur Umformung von (24.) und (25.) diese Relationen: 
Y1—o? 4 Yn, IN ‘  : Y1-o? . a. Fyi—o? 
yn .Y/N= Yi—o? YN, Cı u. yn Ep 1 Yn 1 

in denen das obere Zeichen oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem der Punkt A in den Räumen 7 und T, oder den Räumen T’ und T, 
liegt. Mit Hülfe dieser Gleichungen gehen die Ausdrücke (24.) und (25.) 
beziehungsweise in die folgenden über: 

















yN= 





























1—0?—ı +vVN _ _ er .cosy)Yn.& , if te 
| 
26) mes tn BR ) 
1, —n £yN aeg cosy)Yn.£ |, i(—n+ uf) 
(21.) Yi_o?yN:’ SE Farm | Y1—o?.N 7 ne ’ 


wo das Vorzeichen der angegebenen Regel folgt. Zu addiren hat man im 
Falle von (1.) die Ausdrücke (22.) und (27.) mit dem obern Zeichen, im 
Falle von (I1.) (23.) und (26.) mit dem obern Zeichen, im Falle von (IIl.) 
(23.) und (27.) mit dem untern Zeichen. So entsteht im Falle von (1.) 

1— 0? —n YvN —yYN 2 1—o’—n %i 
(28.) ml arclg 7 7 areig ten (Er 1 main 
und im Falle von (Il.) und (III.) 


1—o’—n CE —YN un —n) man 
(29.) an: (e arctg ? — arcig £ u) ar er =) 


Diese Aggregate zu vereinfachen dient die en dafs die Gröfse 
1— 05, —n gleich dem Product 


(v — (80, — ?y1— 05) 0) (#— (0,4: y1—0,)T) 


ist, und dafs dieselbe an dieser Stelle, weil die Gleichung ——=:0—-iy1l—o 


F-49)6-:) = —E 


R u WE en ’ 2i 
übergeht; ferner ist hier — _ — —2ty1l—0,, folglich gez = 














gilt, in die Form 








Yi—o}.ou 
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So ergiebt sich die Reduction 














4 21m ri nd” # N re N s’+N 
Y1—0?.N u’— 0° Y1—0?.ouN Y1—o?.ou im U 
vermöge deren in (28.) und (29.) der Nenner {°-+-N herausgeht. Schreibt 


N vN 


— den Werth a — arcig — Zu für Z und ») die ursprüng- 





man jelzt für arcig 
lichen Ausdrücke (-—-or--ur) und (—ov--ur), so folgt aus (28.) und (29.) 
diese Bestimmung der gesuchten Dichtigkeit o: 
(V.) wenn A im Raume T' liegt, 

1 na f,, | in 
Tefal vN: (4a —arcig EN Tun 
(VI.) wenn A aulserhalb des Raumes T' liegt. 

—| 1, —n YyN v—ur . 
a 0 EP 

re een a ouN 
(seht man auf diese Ausdrücke etwas näher ein, so wird klar, dafs o für 
ieden Punkt der Fläche 8 einen posiliven Werth erhält, und da im indueiren- 
den Punkte A ein Quantum negativer Electricität concentrirt gedacht ist, so 
durfte die Dichligkeit o an keiner Stelle negativ werden. An dem Rande des 
Leiters, wo der Punkt DB die Coordinaten o—=0, u—=0 hat, wird o unend- 
lich grofs, und um die Art des Wachsens anschaulich zu machen kann man 
bemerken, dafs für Punkte der Fläche, die ihrem Rande nahe liegen, die Ent- 














lernung von diesem durch die Gröfse —- —= zy1—o, gemessen wird, und 


dafs mittelst der Gleichungen (7 *.) 


o—=ty(— 80,4 y1—0}) Ne ih (ei, 4 Yi-o)' Ne ) 


die Grölsen o und « ebenfalls durch & ausgedrückt werden. Daraus folgt, 
dafs das Produet der Dichtigkeit o in die Quadratwurzel aus dem Abstande des 
betreffenden Punktes von dem Rande des Kugelflächensegments S bei der An- 
näherung an den Rand einen festen Werth zur Grenze hat, oder dafs 


lim. lo (2 ' 1—02)}] ci +7 vY(—-&io, + y1— 0?)— tr yY(eio, + Y1— 0?) 





 T etelefi-an) N 
ist, wo das obere Zeichen der Annahme von (V.). das untere Zeichen der 


Annahme von (VI.) entspricht. 
Obgleich die Gleichungen (V.) und (VI.) aus den Gleichungen (I.). 
(11.). (III) abgeleitet sind, in denen die Punkte A und M nicht zusammen- 
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fallen durften, so gelten dieselben auch für diese Voraussetzung; bei = | 


ist die Gleichung (V.), bei e=—1 die Gleichung (VI.) anzuwenden. Es 
. L re 
wird dann 7—=0,,. v—e, und wegen der Gleichung — — £0,—2y1—0, ferner 
». ) 
N—= 1-0), —0,0 4 su = —ie y1—0,.0, —E0 + 0,u = —ieyl—o,.u; mithin 
kommt für &=1 und für e= —1 dieselbe Gleichung 





Ba; ge = en ir are (+). 

Die Summe Q, der Dichtigkeit 0, welche allgemein in (V.) und (Vl.) 
dargestellt ist, wird nach der Gleichung (3.) gefunden, indem man das Potential 
Ey, mit dem Radius r,— ey1l—o; multiplieirt. Das Potential v,,, enisteht 
aber aus dem Ausdruck für vo in der Gleichung (IV.), indem man den Punkt 
B durch den Punkt A, d.h. 0, w respective durch r, v ersetzt. In jener 
Gleichung ist X = 1—,— o’— u’ +280,0u und geht deshalb in die Gröfse n 
über, mithin erhält man folgendes Resultat: 


De 1 (10? / | nr‘ 
E im Raume T, = —1 arclg An + areig( —)» 


ı /} —0,T+.V 
n 








3 | v 
la aufserhalb T, O0, = 1 rn 


l 
\ -0° — eyYn 
| 
Die Summe @,, derjenigen Dichtigkeit o, die in (30.) angegeben ist, und die 


2 N N 
0 N 

arcle ——— arctg ( ) : 
orte | S\r/ 











. 1 \ 
dem constanten Potentialwerth ae, ar entspricht, findet man jetzt, 
0 ce) —0, 


wenn man den Punkt 4 in den Punkt M übergehen, d.h. r—=o,, =: 





werden läfst. Da der Punkt # bei e=1 im Raume T', bei = —I im 
Raume T’ liegt, so ist die Grenze aufzusuchen, der sich der Ausdruck 


1 +yn 
nr — 0,T+:V 


die Gröfse yYn nimmt alsdann ins Unendliche ab, die Gröfse — 0,7 +:v con- 
vergirt gegen den die Einheit übertreffenden Werth 1—o;, also ist 


nähert, wenn der Punkt A dem Punkte M genähert wird: 








ö 1 +yn a 1 
lim. (,- arctg Sun ) as 2 
Folglich entstehen für Q,,, je nachdem e=1 oder e—= —1 ist, zwei Werthe. 


die in der folgenden Gleichung enthalten sind: 


32) On (tar). 


7U 


Q,, bezeichnet diejenige Menge freier Electricität, welche ohne Einwirkung 
äulserer Kräfte sich auf dem Leiter S so vertheilt, dafs die in (30.) ange- 








a 
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sebene Dichligkeit o und das in (IV.) dargestellte Potential entsteht. Da nun 
die Vertheilung einer beliebigen Electricitätsmenge y ze denselben Ver- 


hältnissen. wie schon oben bemerkt. die Dichtigkeit o und das Potential 


pa 


2 vo hervorbringt, so liefern die genannten Gleichungen, verbunden mit der 
AM 


eben erhaltenen Gleichung (32.), eine vollständige Darstellung dieser Gröfsen. 

Es bleibt nun übrig, diese Resultate mit der angenäherten Auflösung 
derselben Aufgabe zu vergleichen, welche Green gegeben hat. Die von ihm 
angewendete Methode stützt sich auf den Satz, dafs, wenn das Potential einer 
Belegung von S, welches sich in der Fläche selbst auf eine gegebene Con- 
stante redueirt, für jeden Punkt des andern Segments der Kugelfläche A be- 
kannt ist, der Werth desselben für jeden Punkt des Raumes durch ein gewisses 
Doppelintegral ausgedrückt wird und somit als gefunden gelten darf. Wenn 


i . ji . c . . ” . 
jetzt nach der eingeführten Bezeichnung e—=1 und — eine kleine Gröfse ist. 


N, 


deren höhere Potenzen vernachlässigt werden, so erhält Green für den Werth 
des in Rede stehenden Potential im untern Segment von ÄK das Product der 
oegebenen Conslante in den Ausdruck 


z’ry’ 
4) 


und es genügl, die Uebereinsiimmung desselben mit den obigen Formeln nach- 
zuweisen, um aus dem Gesagten auf die Uebereinstimmung aller bezüglichen 
Resultate zu schliefsen. Aus der Gleichung (IV.) folgt aber leicht. dafs das 


. . Y r 1 1 . . 
Potential. welches in S den constanten Werth en hat, in einem 
ei T 


Punkte (0, u,gY) des untern Segments von K (wo die Gleichung 


(8.) u— (e0,+iy1—02) 0 — (0 





2 \ 
gilt) den Werth 2) arcıg (—-) annimmt. Ferner ist nach (8*.) die 
TC 


Gröfse o durch die Gleichung 


er y(@o,+ y1—0;) J —) 


? 


bestimmt. da e=1 zu setzen ist. Drückt man o, wieder durch r, aus, so 


hi —yY r? — ec? y Te y r 
kommt 20, = (7 ) 1—=-—,. und 
c 8 r ce” 





) 


ee MT 
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aus der Gleichung 
2 ‚2 ‚2 
ea — A) | e— 1’ —) 
Y( u J ) A 0 ) Ur? — 2?—y?)+ Y(r? — ec?) 





folgt dann endlich 


?__r?__y? 


ae 2 [ c A, en; 
i (r,+V(r — ec?) (VIr} — a’ —r’)+Virs —e?)) 





Da nun arct —) = in — sr be ist. so darf dafür mit Vernachlässieun 
8:\- 2 8\; gung 


i c 0 A 
der höhern Potenzen von — der Werth 477 — — oder der Werth 
0 ‘ 


/ 


I ae _ FIEE hy 
r. 4 / 
eintreten; mithin bekommt bei dem für das Segment NS vorgeschriebenen con- 
1 ’ ’ 
stanten Potentialwerth en das Potential für die Punkte des andern Segmentis 
0 
- i 1 » „” ‚24 
von AK den angenäherten Werth a ie ET welcher der 
fi nr, C 
Greenschen Angabe gemäfs ist, und das sollte festgestellt werden. 


Bonn. den 11" Mai 1860. 
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Ueber eine neue Eigenschaft der Steinerschen 
(Gegenpunkte des Pascalschen Sechsecks. 


(Von Herrn Grofsmann zu Schweidnitz.) 





Die Berühmtheit, welche der Pascalsche Satz erlangt hat und der 
Umstand, dafs auch die bedeutendsten Mathematiker der Gegenwart es nicht 
verschmäht haben, sich mit jenem Satze von den verschiedensten Gesichts- 
punkten aus zu beschäftigen und ihn immer mehr zu erweitern, mag mich 
entschuldigen, wenn ich die Leser dieses Journals mit einer Eigenschaft der 
Sechsecke, welche einem Kegelschnitte eingeschrieben oder umgeschrieben 
sind. bekannt mache, welche, so weit mir die mathematische Literatur zu Ge- 
bote steht, noch nicht bemerkt zu sein scheint. 

Auf einem Kegelschnitte seien zwei Gruppen von drei Punkten ge- 
geben und mit 1, 2, 3 und 4, 5, 6 bezeichnet. Die Gleichungen der Ver- 
bindungslinien der ersten Gruppe seien 

1 —=0; 80; 5, 


und es verbinde s, die Punkte 2 und 3 etc. Die Gleichung jedes Kegel- 
schnitis, der durch die Punkte 1, 2, 3 geht, läfst sich bekanntlich ausdrücken: 


d, S S$z + d; S; 5] + d; Ss, Yo — 0 s 


in dieser Gleichung ist demnach auch der gegebene Kegelschnitt enthalten. 
Werden nun die Punkte der ersten Gruppe mit den Punkten der zwei- 
ten Gruppe verbunden, so erhält man neun Verbindungslinien, welche sechs 
Pascalsche Sechsecke und zwei Steinersche Gegenpunkte geben. 
Drücken wir die Linien (14). (25). (36) aus durch 


hs, —=0; 8 —hs—=0; s—hn—(, 


so ergeben sich durch Combination dieser Gleichungen mit der Kegelschnitts- 
gleichung und Elimination einer der Gröfsen s,, 5, $; die Gleichungen der 
übrigen sechs Verbindungslinien und zwar: 

(24) 44,5 + (4,49), =0; (34) 1 + (4,40), —=0; 

35) hs + ah)» —=0; (15) 5, + (a4 4) = 0; 

(16) ,,5 +, +) =0; (26) 38-4 (a0) — O0. 
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I RETRO 
Pe diejenige Pascalsche 





Zur einfacheren Bezeichnung wollen wir nun mit 
Linie bezeichnen, welche die Durchschnittspunkte von (15) und (42); (26) 
und (53); (34) und (61) enthält; man sieht leicht, wie durch ein Verfahren, 
analog dem bei der Bildung der Determinanten, aus dieser Bezeichnung die 
Durchschnittspunkte, welche die Linie enthält. gefunden werden; es kommt 
nun darauf an die Gleichungen der Pascalschen Linien selbst zu finden. Legen 
wir eine Linie durch die Durchschnittspunkte (15)(42) und (26) (53): es 
wird sich sogleich herausstellen, dafs sie auch durch (34)(61) geht. 
Eine Linie durch (15) und (42) hat aber die Form (15)-+.«(42) =0 
und diese mufs identisch sein mit (26)+/P(53)=0. Werden nun « oder 9 
bestimmt, so findet man 
a,1,h, ta), +u ‚44h +a,i,+a, 
ent ring ee 


Bezeichnen wir die Zähler und Nenner dieser Brüche, entsprechend den von 


x r j A s 
i, freien Gliedern, mit A,. A,. A,, so dals e = ; ‚P= 2 wird, so fin- 


den zwischen den Gröfsen A folgende Relationen ‚statt, welche sich leicht 
beweisen lassen: 
A,(ah,+a)=a,1,A,+mA;, oder A, — a A; — 44,4, — a4 A,. 
4; (0), + 4,) = a,4, A; +4, - 4, — A, = a4, 4, — a, 4, A,. 
4; (a,4,+0,) = @4,Ad, 44,4, - aA; — A, = ahAÄ, — 44, 4;. 
Nach diesen Vorbereitungen wird nun die Gleichung der Linie 


123 s ’ 
| (4, 4, + 4,) 4,5, + (+ 4;) An + (oh +a,) A,s5; — 0 














456 
oder mit Benutzung der angegebenen Relationen: 


(44,4, +4 4,)s,+ (44,4; 0,4;)+ (a4, A; + A,)s; = (0. 
Dies ist nach der Herleitung nur die Linie, welche den Punkt (15)(42) mit 
(26)(53) verbindet; da der Ausdruck derselben bei cyclischer Vertauschung der 
Indices ungeändert bleibt, so geht die Linie auch durch den Punkt (34)(61). 
Bestimmen wir die übrigen Pascalschen Linien auf ganz ähnliche Weise 
und ordnen die Gleichungen übersichtlich, so finden wir: 








123 | 

645 4, A251 +4 458; +4, A,s; —(, 

123 

456 ee (Q; 4, A: . d, A,) Ss; nn (a,dı 4; + 4; A,) S, BE (@; h,. 4, -- d; 4.)Sı — 0, 

123 \ | 

64 ” hı 4,5; Tr A; hy, A,S; + 434; A, s; zu 0, 
23 * 
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123 ‚ i 
654 a, A, $; — (4,4, A, + a, A,)s; 7 A,bı 4,;s; puuuzE 0, 
123 . I A \ ” | y - 
465 a, A385: — (a, 4, A; + [75 )S ah, Ars; _—— VD. 
123 . A e l - 1 
546 a, A, 5; — (Gh, A, + 0; 2)81 + Ay, Abs; I v0. 








Man sieht sogleich, dafs die ersten drei dieser Linien sich in einem 
Punkte schneiden, da die Summe ihrer Gleichungen identisch Null wird; ebenso 
die Linien der zweiten Gruppe. Diese beiden Durchschnittspunkte sind die 
Steinerschen Gegenpunkte. 

Zugleich zeigt sich, dafs beide Gruppen aus denselben Gliedern 
bestehen; nur stehen die Glieder, welche in der einen Gruppe eine Reihe 
bilden, bei der andern Gruppe in einer Colonne. 

(Welche geometrische Bedeutung haben die drei sich auch in einem 
Punkte @,@,a, schneidenden Linien, deren Gleichungen durch dieselben Glieder 
gebildet werden, wenn sie nach der Richtung der Diagonalen gruppirt werden ?) 

Die Coordinaten der Steönerschen Punkte seien nun s,. 5, s; und 
Si, $53, 55; Werden dieselben aus den Gleichungen der Pascalschen Linien 


bestimmt, so erhält man aus der ersten Gruppe: 
5:59:58 — ,4,A,A:— 4,045 : 1,050, A, A; — ana A, : 420,0, A, A, — 4,034? 


und aus der zweiten Gruppe: 
5:9: — MA, A; %a,0A,Ar-+)r,0,a, 4,4; : a,0,4,A, + ,0,4,4,A, 
+4,4,4,4,4; A, : 430,4; A»+ h2a,a, 4; A, 4,1054, A, A,. 


Da nur die Verhältnisse der Werthe, welche s,. s,, s; annehmen, wenn die 
Coordinaten der Stieönerschen Punkte eingesetzt werden, hier in Betracht 
kommen, so kann man für s, etc. die entsprechenden Glieder der Proportionen 
nehmen. Bilden wir nun /—sj; 8 —s, u. Ss. w., so finden wir mit Berück- 
sichtigung der früher aufgestellten Relationen zwischen den Gröfsen A,, A,, 4;: 


s — 5; — m4,4;4;; 5 — 5 — 4,A4,4,4;; 3 —5— 44,4,4;; 





oder 





ss —s+44,4,4;; 5 — 94m A,A,A;; 5 — 544 4,4,4;. 
Die Gleichung der Verbindungslinie beider Punkte ist aber bekanntlich folgende 





Determinante: 
$ı Sa 93 
5 50) 


Zi „ 2 


Ss) 9293 
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oder, wenn die Wertihe für s;, s:, 5; eingesetzt werden und die Determinante 


zerlegt wird: 


Ss, 52 53 ss 9% 8 
a 8 5 FTAAAlsı 8 5 0. 
4 5 8 4 m Ma] 


Da nun die erste Determinante identisch Null ist, so bleibt als Gleichung der 
Verbindungslinie der beiden ‚Steönerschen Punkte: 








A a 
u. 8 ss =0 
u 


Wir sehen hieraus, dafs diese Verbindungslinie durch einen Punkt 
a,0,a, geht, der von den Werthen der Gröfsen 4 unabhängig ist. Der 
Punkt a,a,a, est aber der Punkt, in welchem diejenigen Linien sich 
schneiden, welche die Punkte 1, 2, 3 mit den Durchschnitispunkien der 
Tangenten respective in 2, 3; 3, 1 und 1, 2 verbinden. 

Bleiben also die Punkte einer Gruppe fest, so geht die Verbin- 
dungslinie der Steinerschen Punkte stets durch einen festen Punkt. 

Ebenso könnte man aber auch die zweite Gruppe, nämlich die Punkte 
4, 5, 6 zu Grunde legen. Der Kegelschnitt sei alsdann 5,44, b,t;t, bt, —=0; 
dann geht die Verbindungslinie der Steönerschen Punkte auch durch den 
Punkt 5, b,b,. 

Sechs Punkte auf dem Kegelschnitt lassen sich aber auf zehn ver- 
schiedene Weisen in zwei Gruppen von drei Punkten zerlegen; also erhalten 
wir zehn Paare von solchen Punkten. 

Die Polare des Steönerschen Punktes s; s,s; ist 


(454 085) +4 (+45) + (ms +a,5)5; — 0, 
diejenige des Punktes s/s,s, ergiebt sich leicht 
(4,85:+ 438; s.+(0,53+435,)9+ (0,5, 4,52)8;+4,4,4;, 4,4, A; (2 + — + =) 0. 
i 2 


a; 


. . s $ ı $ . . 
die Polare des Punktes a,@,a, ist aber — +12 —0; es schneiden sich 
a, a a 


3 


mithin diese drei Linien wieder in einem Punkte, was sich auch geometrisch 
ohne weiteres folgern liefs. 

Die Polaren der Steinerschen Punkte, welche bekanntlich zugeordnete 
Pole des Kegelschnitts sind, schneiden sich mithin stets auf einer Linie, die 
unabhängig von A, also der Lage der zweiten Gruppe, ist. 
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Den bewiesenen Satz kann man demnach folgendermafsen aussprechen: 

Werden auf einem Kegelschnitte zwei Gruppen von drei Punkten an- 
genommen und die Punkte der ersten Gruppe mit sämmtlichen Punkten der 
zweiten Gruppe verbunden, so lassen sich die neun Verbindungslinien zu sechs 
Sechsecken zusammenstellen, zu denen sechs Pascalsche Linien gehören, die 
sich in zwei Steönerschen Punkten schneiden. Die Verbindungslinie der 
beiden Steinerschen Punkte geht stets durch die beiden Punkte, en denen 
sich die Verbindungslinien jedes Punktes einer Gruppe mit dem Durch- 
schnitt der T’angenten in den beiden andern Punkten derselben Gruppe 
schneiden. Sind die Punkte der einen Gruppe veränderlich, so sind 
zwar auch die Steinerschen Punkte veränderlich, die Verbindungslinie 
der beiden Steinerschen Punkte geht jedoch stets durch einen festen Punkt, 
der von der festen Gruppe bestimmt wird. Sechs Punkte eines Kegel- 
schnitts geben zehn Paaren solcher festen Punkte ihre Entstehung. 

Die Polaren der beiden Steinerschen Punkte schneiden sich stets 
auf einer geraden Linie, welche ebenfalls von der veränderlichen Gruppe 
unabhängig und die Polare des festen Punktes ist. 

Dieser Satz läfst sich polarisiren und giebt dann einen analogen 
für das Brianchonsche Sechseck und den Kegelschnitt, bei welchem der- 
selbe feste Punkt und dessen Polare wiederum auftreten. Wenn die be- 
wegliche Gruppe mit der festen Gruppe zusammenfällt, so wird der feste 
Punkt selbst ein Steinerscher Punkt. 


Schweidnitz, im Januar 1860. 
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Ueber die Wendungsberührebenen der Raumeurven. 
(Von Herrn Joh. Nik. Bischof] zu München.) 





Es ist im 56°" Bande dieses Journals p. 177 bemerkt worden. dafs 
einer Raumcurve mn“ Ordnung Imn (3m-+3n— 10) Wendungsberührebenen, 
d. i. solche Ebenen zukommen, welche mit ihr vier auf einander folgende 
Punkte gemein haben. Man kann dies unmittelbar in folgender Weise zeigen. 

Es seien 0) fe u 90 
die Gleichungen der Raumcurve und f und g vom m” und n'” Grade. Für 
die Schmiegungsebene im Punkte (z,y,2) der Curve (1.) hat man nach 
Herrn Hesse (41°““ Bd., p. 283): 


(2) (Spt 792 + 5934 994) a — Ent t+ + oA — (0. 
wo P und Q homogene Functionen vom (3m +2n—8)'” und (I3n--2m— 8)" 
Grade der Coordinaten (x,y,%,s) sind. 

Wählt man auf der Curve (1.) einen beliebigen Punkt (z,,Y,ı, 2), 
bezeichnet die ihm entsprechenden Werthe von fi, fa, etc., 91, fr, elc., P 
und Q durch fi, f, elc., 9, 2, etc., P’ und Q' und nimmt man den Punkt 
(&,n,&) so, dafs 

Efi+nfitifitof, _ P n—) 
tet te 09 (m—1)! 
dann hat von den Schmiegungsebenen, die durch den Punkt ($£,n,{) gehen, 
allemal eöne ihren Schmiegungspunkt in (2,,yY,,2,). Bestimmt man nun die 


letzteren Coordinaten oder 4 so, dafs die Fläche 
P En 
BR Pk 0 
im Punkte (z,,y,,%,) die Curve (1.) berührt, so fallen von den Schmiegungs- 
ebenen des Punktes ($.n7,{) zwei zusammen, es wird also eine von diesen 
Ebenen Wendungsberührebene. 


Die Bedingungen für das Berühren von (1.) und (3.) im Punkte (x,,y,, 2, 








— 4, 


sind aber: a 5 
Bias '— Pı Pr 3 Pa \ 
[ 0, D P, P. P; P, 0 

0, © ® O0, 








Also ergiebt sich als Anzahl der Wendungsberührebenen: Zmn (3m-+3n—10), 
und man sieht zugleich, dafs die Schmiegungspunkte dieser Ebenen einer Fläche 
von der 2 (3m +3n —10)'”. Ordnung angehören. 

Demnach lassen sich zwei Flächen zweiter Ordnung auf 16 Arten mit 
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einer Ebene so schneiden, dafs die sich ergebenden Kegelschnitte eine vier- 
punklige Berührung haben. 

Ist die Curve (1.) Durchschnitt zweier Cylinderflächen =" und n'“ 
Ordnung. so redueirt sich die vorhergehende Anzahl auf: mn (dm + 5n — 18). 
Da die abwickelbare Fläche W, welche die Curve (1.) zur Rückkehrlinie hat. 
von der Ordnung mn(m-+n —2) ist, so steigt die Bedingungsgleichung (a) 
für das Berühren einer Ebene und der Curve (1.) hinsichtlich der Coefficien- 
ten der Ebene auf den Grad mn (m+n—?2). Denkt man sich nun die Coef- 
ficienten der Schmiegungsebene (2.) eingeführt in die Bedingung (a), so erhält 
man eine Gleichung (5) vom Imn(m--n— 2) (m--n—3)"" Grade in z, y, =. 
Diese Gleichung (5) zerfällt aber offenbar 1) in die Gleichung der abwickel- 
baren Fläche W, 2) in die Gleichung derjenigen Fläche, deren Schnittpunkten 
mit der Curve (1.) Schmiegungsebenen zukommen, von welchen diese Curve 
noch in einem andern Punkte berührt wird und endlich 3) in die Gleichung 
derjenigen Fläche, welche die Curve (1.) in ihren Wendeschmiegungspunkten 
schneidet. Jeder Wendeschmiegungspunkt kann aber viermal als solcher Punkt 
oeenommen werden, dessen Schmiegungsebene die Curve (1.) noch in einem 
andern Punkte berührt. Heifst also € die Anzahl der Schmiegungsebenen, 
von welchen die Curve (1.) aufser im Schmiegungspunkt noch anderswo be- 
rührt wird, so hal man: = mn(3m--3n — 10) |mn(m-+n—2)— 8}. 
Die Curve (1.) hat unter ihren Tangenten auch solche, von welchen sie 
aufser im Berührpunkt noch anderswo geschnitten wird. Man findet die An- 
zahl ® dieser Tangenten durch das Verfahren, welches Jacobi für die Be- 
stimmung der Anzahl der Doppeltangenten ebener algebraischer Curven gegeben 
hat. und zwar folgt: v—= mn (m —2) (mn n — 4)-+ (n—2)(mn+m—4)}. 
Es liegen also die Berührpunkte dieser Tangenten zugleich in einer Fläche 
von der Ordnung: (m — 2) (mn -+n— 4) -+ (n— 2) (mn + m — 4). 

Wählt man die Curve (1.) als Durchschnitt eines einfachen Hyper- 
boloides und einer Fläche x‘ Ordnung, so giebt die vorhergehende Formel: 
v —= Im(m —1)(m — 2). 

Bemerkt man, dafs jeder Strahl des Hyperboloides, welcher die Fläche »n'” 
Ordnung berührt, (m—2) Tangenten der Schnittcurve vertritt, von welchen 
diese noch anderswo getroffen wird, so erhält man als Anzahl der die Fläche 
m" Ordnung berührenden Strahlen: Aın(m —1), was sich auch auf anderem 
Wege leicht als richtig nachweisen läfst. 


München, im Februar 1860. 
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Untersuchungen über ein Problem der Hydro- 
dynamik. 


(Von @. Lejeune Dirichlet.) 
(Aus dessen Nachlass hergestellt von Herrn R. Dedekind zu Zürich.) 


Aus dem achten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen abgedruckt. 





Vorwort 


Ueber die Vollendung und Herausgabe dieser Abhandlung. welche 
nach dem letzten Willen des Verfassers mir überlragen worden ist, sind einige 
Bemerkungen vorauszuschicken. Das hier behandelte hydrodynamische Pro- 
blem. dessen Lösung aus dem Winter 1856 — 57 stammt, wurde in kurzen 
Zügen zuerst am Schlusse der Vorlesungen über partielle Differentialgleichun- 
sen im Juli 1857 vorgetragen, und gleichzeitig wurde das Hauptiresultat der 
ganzen Untersuchung in den Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der 
Wissenschaften durch eine kurze Anzeige veröffentlicht. Die vollständige Dar- 
stellung verzögerte sich aber, theils durch den Wunsch des Verfassers, den 
Gegenstand in seinen Einzelheiten noch mehr zu durchforschen. Iheils durch 
die Beschäftigung mit andern Arbeiten, bis die plötzliche Krankheit und der 
zu frühe Tod die Vollendung unmöglich machten. Unter den hinterlassenen 
Papieren, die sich auf diesen Gegenstand beziehen, und die am 21. Juli 1859 
in meine Hände gelangten, fand sich zunächst ein so sorgfältig ausgeführtes 
Manuseript, dafs es ohne die geringste Aenderung dem Druck übergeben wer- 
den konnte; nur ist es sehr zu beklagen, dafs auch in diesem Bruchstück 
die Einleitung, welche der Erörterung einiger allgemeiner Eigenschaften der 
hydrodynamischen Grundgleichungen gewidmet war, unvollendet geblieben ist. 
Aufser diesem Manuscript. welches in der folgenden Anordnung bis gegen 
den Schlufs des $.3 reicht, fand sich eine grofse Menge einzelner Papiere 
mit flüchtig hingeworfenen Formeln ohne Text, deren Bedeutung aber leicht 
zu erkennen war. Zum gröfsten Theil waren es Wiederholungen des schon 
Dargestellten. und nur selten ergab sich aus ihnen ein Anhaltspunkt für die 
Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft3. 24 


























. 















182 Dirichlet, Problem der Hydrodynamik. 


weitere Ausführung. Indessen fiel es mit Hülfe dieser Papiere nicht schwer, 
die sieben Integralgleichungen erster Ordnung aufzufinden, welche in der vor- 
läufigen Anzeige der Abhandlung erwähnt sind; sie finden sich in $.5 der 
folgenden Darstellung. Aufserdem wiesen zahlreiche Stellen auf den in $.8 
behandelten Fall hin, wenn auch nirgends sich eine Discussion vorfand; ich 
habe ihn (in $.6) mit dem andern in $.7 untersuchten zu verbinden gesucht, 
der seiner Einfachheit halber auch in der schon erwähnten vorläufigen Anzeige 
mitgetheilt ist. Ferner gaben, wie aus den sämmtlich von mir hinzugefügten 
Anmerkungen zu sehen ist, manche Stellen des erwähnten Manuscriptes Ver- 
anlassung zur Ausführung mehr mühsamer als schwieriger Rechnungen, die, 
weil sie für künftige Arbeiten wohl nützlich sein können, ihren Resultaten nach 
in die Abhandlung aufgenommen sind und so den $.4 bilden. Nachdem ich 
sie einmal abgeleitet hatte, dienten sie mir bei einigen weiteren Untersuchun- 
gen, deren Ergebnisse, so weit sie bis jetzt gelungen sind, ich in dem 
Schlüfsparagraphen mittheilen zu dürfen glaubte. Ich verhehle mir nicht, dafs 
trotz aller auf die Arbeit gewendeten Sorgfalt und Liebe, Manches vollstän- 
diger und besser hätte ausgeführt werden können; allein ich wollte die Her- 
ausgabe nicht noch länger verzögern, um so weniger, da ich vertrauen dar!, 
dafs man dieses letzte Werk des grofsen Denkers, dem es nicht vergönn! 
war selbst die Meisterhand an die Darstellung zu legen, auch in der unvoll- 
kommenen Form würdigen wird. 


Zürich, 10. November 1859. 
R. Dedekind. 
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B: der Begründung der allgemeinen Gleichungen, durch welche die 
Beweeung flüssiger Körper bestimmt wird, kann man von zwei verschiedenen 
Gesichtspunkten ausgehen. Nach der einen Auffassung des Gegenstandes stellt 
man sich die Aufgabe. für eine beliebige Stelle (x, y,2) und eine beliebige 
Zeit # den Zustand der bewegten Masse, d. h. die Dichtigkeit, den Druck und 
die drei Componenten der Geschwindigkeit auszumitteln und diese fünf Gröfsen 
als Functionen der vier Veränderlichen ©, y, 2, £ zu bestimmen. Dem eben 
erwähnten Gesichtspunkt entsprechen die Grundgleichungen der Hydrodynamik, 
welche man in allen Lehrbüchern findet und welche Euler zuerst aufgestellt 
hat *). Diese Kulerschen Gleichungen liegen auch einer grofsen Abhandlung 
zu Grunde, welche Lagrange mehr als zwanzig Jahre später in derselben 
akademischen Sammlung **) veröffentlicht hat und aus welcher er später mit 
einigen Zusätzen den Abschnitt seiner Mecanique analylique gebildet hat, wel- 
cher der Hydrodynamik gewidmet ist. Der wichtigste dieser Zusätze beginnt 
den erwähnten Abschnitt und betrifft eine von der Kulerschen wesentlich 
verschiedene Behandlung des Gegenstandes; Lagrange geht nämlich darauf 
aus. die Bewegung jedes Elementes der Flüssigkeit zu verfolgen, d. h. die 
Coordinaten x, y, z, den Druck und die Dichtigkeit dieses Elementes durch 
seine anfänglichen Coordinaten a, d, c und die seit dem Anfang der Bewe- 
gung verllossene Zeit ? zu bestimmen. Merkwürdiger Weise macht jedoch 
Lagrange von den diesem Gesichtspunkt entsprechenden Gleichungen gar 
keinen Gebrauch; nachdem er nämlich bemerkt hat, dafs sie etwas complieirt 
seien. formt er seine Gleichungen in die Kulerschen um, und fügt dann 





*) Prineipes generaux du mouvement des fluides (Histoire de l’Acad. de Berlin; 
Annee 1755). 


**) Memoire sur la Theorie du mouvement des fluides (Nouveaux Memoires de 
l’Acad. de Berlin; Annee 1781). 
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hinzu, dafs die letzteren wegen ihrer gröfseren Einfachheit zur Lösung be- 
sonderer Aufgaben vorzugsweise geeignet seien. Ich mufs jedoch gestehen, 
dafs mir der Vorzug, welchen Lagrange den Eulerschen Gleichungen vor 
den seinigen einräumt, durchaus nicht begründet scheint, indem jene eine 
Eigenthümlichkeit darbieten, von welcher die letzteren frei sind und durch 
welche die einfachere Form mehr als aufgewogen wird. 

Die Eigenthümlichkeit, von welcher ich rede und die Layrange völlig 
übersehen zu haben scheint, besteht darin, dafs die Coordinaten x, y, 2 nicht 
unabhängige Variable im eigentlichen Sinne des Wortes sind, da die Aus- 
dehnung, in welcher sie gelten, die des Raumes ist, welchen die bewegle 
Masse jeden Augenblick einnimmt, und folglich durch die ganze vorangegangene 
"Bewegung bestimmt wird. Es ist aus diesem Umstande leicht ersichtlich, in 
welche Schwierigkeiten die Anwendung der Kulerschen Gleichungen auf be- 
sondere Probleme verwickeln mufs, da wir jetzt wissen, was freilich zur 
Zeit des Erscheinens der Mecanique analylique noch nicht erkannt war, ein 
wie wesentliches Element für die Bestimmung von Functionen mehrerer Ver- 
änderlichen, welche durch partielle Differentialgleichungen und andere der 
besonderen Frage angehörige Bedingungen definirt werden, der Umfang bildet. 
welcher diesen Veränderlichen zukommt. Der Vorzug der Eulerschen Form 
scheint auf den Fall beschränkt, wo die flüssige Masse im Laufe der Bewe- 
gung dieselbe äufsere Geslalt behält, auf welchen Fall übrigens auch der leicht 
zurückgeführt wird. wo sich ein fester Körper in einer unendlichen Flüssig- 
keit bewegt. 

Dafs die erwähnte Eigenthümlichkeit der von Euler gegebenen Glei- 
chungen Lagrange entgangen ist, hat einige Unrichtigkeiten zur Folge gehabt, 
von welchen ich die wesentlichste hier erwähnen zu müssen glaube, da sie 
in alle Lehrbücher übergegangen ist und wissenschaftliche Irrthümer um so 
schwerer verschwinden, je gröfser die Autorität ist. unter deren Schutz sie 
stehen. Schon Euler hatte in der oben cilirten Abhandlung bemerkt, dafs 
seine Grundgleichungen sich sehr vereinfachen und auf eine zurückkommen, 
wenn für die ganze Dauer der Bewegung sowohl die drei Componenten der 
Geschwindigkeit als die der beschleunigenden Kraft die nach den drei Coor- 
dinaten genommenen partiellen Differentialquotienten derselben Function dieser 
Coordinaten sind. und diese Bemerkung ist von Lagrange durch den wich- 


tigen Zusatz vervollständigt worden, dafs die eben ausgesprochene Voraus- 
setzung immer für die Componenten der Geschwindigkeit von selbst Statt 
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findet, wenn sie nur für den Anfang der Bewegung gilt und überdies die 
Componenten der Kraft zu jeder Zeit dieselbe Bedingung erfüllen *). 


8. 1. 


Die Grundgleichungen der Hydrodynamik in der Form, welche Layrange 
denselben gegeben hat, sind die folgenden, wenn wir uns auf den Fall der 
Homogeneität beschränken und die Dichtigkeit der Einheit gleich setzen: 


U’x ü z | 
(= 1) et (ar E Y)H+ - - z) r ;3 zn un 


(1.) EEE) dx +2 Üx y)I R dz —Z) dz $ dp  ® 














di? ot TE db | \dt? db | db 
d’x dr d’} dy dz z\dz , dp 
(Gr X) de 2, (37 1 trte-2)5+ de u 
S 4 dx dy dz ne 





TE; Be 


In diesen Gleichungen sind «a, db, ce die anfänglichen Coordinaten eines 
beliebigen Elementes, so dafs also der unveränderliche Umfang dieses Systemes 





*) Hier bricht leider das Manuscript vollständig ab, und es war nirgends eine An- 
deutung über die weitere Ausführung zu finden; doch ist wohl kaum zu zweifeln, dafs 
die beabsichtigte Berichtigung in Folgendem bestehen sollte. Wenn man diejenige Function, 
deren partielle Derivirte die Componenten der wirkenden Kraft liefern, durch partielle 
Differentiationen aus den drei ersten der von Lagrange gegebenen Grundgleichungen eli- 
minirt, so erhält man drei Resultate, welche eine unmittelbare Integration in Bezug auf 
die Zeit gestalten; bezeichnet man mit A, B, & die drei Integrationsconstanten, welche 
also nur noch von a, b, ce abhangen können, so ergeben sich mit Hülfe der vierten 
Lagrangeschen Gleichung, welche die Incompressibilität der Flüssigkeit ausdrückt, leicht 
die drei folgenden Gleichungen 











dv dw NEL: dx 6 nn. dw du dy G dy 
PROBE = ) nn = me 
dz dy 4 ® db hr % dr dz rn +? dh re de 
a Er LE LE 
dy dz da db de ’ 


in welchen «, vo, w die nach den Axen der x, y, 2 genommenen Componenten der Ge- 
schwindigkeit bedeuten. Aus diesen Gleichungen folgt, dafs, wenn für ein bestimmtes 
Element (a,b,e) der flüssigen Masse die Werthe der drei zur Linken stehenden Differenzen 
anfänglich verschwinden, dasselbe während der ganzen Dauer der Bewegung für das 
nämliche Massenelement (a,b, c) gelten wird. Ist daher ursprünglich in einem von llüssiger 
Masse erfüllten Raume — denn nur in einem solchen kommt den Zeichen «, v, ıw eine 
wirkliche Bedeutung zu — der Ausdruck ude + vdy+wdz ein vollständiges Differential, 
so wird dasselbe auch zu jeder spätern Zeit für denjenigen Raum gelten, welcher augen- 
blicklich die nämlichen Elemente der flüssigen Masse enthält. Es haftet daher diese 
Eigenthümlichkeit der Bewegung nicht sowohl, wie Lagrange zu beweisen glaubte, an 
dem absoluten Raume, als vielmehr an der Masse. — Die weitere Untersuchung der Be- 
deutung der drei Integralgleichungen gehört nicht hierher. 
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von drei Variabeln durch die ursprüngliche Gestalt der Flüssigkeit bestimmt 
wird. x, v, % bezeichnen für die Zeit ? die Goordinaten desselben Elementes, 
» den Druck. welchen dasselbe erleidet, und X, Y, Z endlich sind die Com- 
ponenten der auf das Element wirkenden beschleunigenden Kraft. Was die 
letzte Gleichung betrifft, welche die Incompressibilität der Flüssigkeit ausdrückt, 
so hat das Summenzeichen in derselben nach der üblichen Bezeichnung die 
Bedeutung einer Determinante. Wir werden einen Fall behandeln, in wel- 
ehem die beschleunigende Kraft von der Anziehung der gesammten Masse 
herrührt und die Elementaranziehung dem Quadrat der Entfernung umgekehr! 
proportional ist. Bezeichnet daher V zur Zeit ? das Potential der Flüssigkeit 
für den innern Punkt (w,y, x), so dafs also V eine Function von z, y, z und 
“t ist, und bezeichnet ferner & die Constante, welche die Anziehung zwischen 
zwei Masseneinheiten in der Einheit der Entfernung ausdrückt, so ist 


SR a a dV 
ser. 2 Fr 























Durch Substitution dieser Ausdrücke nehmen die drei ersten Gleichungen fol- 
oende Gestalt an 
x de , d’y dy A d’z dz „av dp 











re Er ar he Er ee 
x dr , d’y dy d’z dz dV , dp 

es BE Er EEE 1 EM 

(?.) di® db ' di? db + di” db ur ur; 0, 3 
dx de , dy dy , d’z ds ie E 
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Unsere Untersuchung ist auf die Vorausseizung beschränkt, dafs die zu be- 
stimmenden Functionen x, y, & der vier unabhängigen Variabeln «a, b, e, t 
die drei ersten derselben nur linear enthalten, und wir bemerken sogleich. 
dafs wir überall in der Folge unter einem linearen Ausdruck einen solchen 


verstehen werden, der kein von den Variabeln unabhängiges Glied enthält. 
Wir haben also: 





x —= dla +mb —ne, 
(3.) y=la-+mb-+nle, 

EEE " " l „ 

z —= la-+m"b-n"ec, 


wo die Coelfieienten /, m, etc. nur von der Zeit # abhängig sind und in Folge 
der Incompressibilität folgende Gleichung befriedigen müssen 
0 —= I+tlmn' — 1. 
Für —=0 fallen z, y, z mit a, b, c zusammen, so dafs also —=m'’—n"—1. 
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während die sechs übrigen dieser Gröfsen verschwinden. Differentiirt 
v, w der 


obige Gleichungen nach /, so erhält man für die Componenten u, 


Geschwindigkeit 
... EM 2 Zur = RER 
dt Ö- "Da 
d di dm! dn' 
or Img 
3. Sa di!" dm” ,  dn" 
gr ri ihr A Zi 


Die anfänglichen Werthe der Gröfsen 


dl dm dn 
u Kr u 
dl dm! dn! 
(4.) a’ m’ =’ 
di" dm" dm!" 
ri rt 




















sind nicht ganz willkührlich, sondern es findet zwischen denselben die Be- 


dingungsgleichung 





(T IE (= ),4 Ku ) = 


Statt, welche man erhält, wenn man z bildet und dann = 


Wir wollen nun zeigen, dafs unsere Ausdrücke, in denen 9 unbekannte 
Funclionen der Zeit Z vorkommen, die Bewegung einer flüssigen Masse aus- 
drücken, deren Elemente sich nach dem Gesetze der Natur anziehen, wenn 
die Masse ursprünglich die Gestalt eines Ellipsoides hat, die anfängliche Be- 
wegung den Gleichungen (3°.), welche 8 willkührliche Constanten enthalten. 
gemäfls ist und endlich an der Oberfläche ein constanter oder nur 
Zeit abhängiger Druck Statt findet. Läfst man den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten mit dem Mittelpunkt, die Axen der x, y, x oder a, b, 
Hauptaxen des Ellipsoides zusammenfallen, so hat die Gleichung der anfänglichen 


Oberfläche die Form 





2 b° 2 
6) —tagta>=1 


von der 


c mit den 


Ehe wir weiter gehen, ist zu bemerken, dafs unsere Ausdrücke (3.) und (4.) 
die bei der Begründung der Gleichungen (1.) vorausgesetzte Continuiläts- 
bedingung erfüllen, welche wesentlich darin besteht, dafs die Punkte, welche 


anfänglich eine geschlossene Fläche bilden, auch zu jeder späteren Zeit eine 
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solche bilden. und dafs jeder ursprünglich innerhalb oder aufserhalb dieser 
Fläche liegende Punkt eine ähnliche Lage in Bezug auf die neue Fläche ein- 
nimmt. Es ist dies eine Folge daraus, dafs zu jedem System bestimmter und 


endlicher Werthe a, 5, c ein eben solches System von Werthen r, y, 2 und 
wegen 91 auch umgekehrt gehört. 


Löst man die Gleichungen (3.) nach a, db, ce auf, so erhält man 


a—=ıhce—-ıhy+i'z, 
(6.) b = ur-+uy-+u'z, 
e=ve-4+vy+r"z, 


wo 4, #, elc. wegen d9—=1 Ausdrücke ohne Nenner und die sogenannten 
aus den 9 Gröfsen /, m, etc. gebildeten partiellen Determinanten sind, so dafs 
also z. Be A= mn’ — m’n'. Setzt man die Werthe «, db, ce in obige Gleichung 
ein. so erhält man zur Bestimmung der Oberfläche zur Zeit / 
(2. E aa 21 1 . Luto\ % er ve 7%” TR 
) ge hytk z)- TE (ur+uy-+u'2) + Tr ve+vy+r 2) —=1, 
so dafs also bei einer durch die Gleichungen (3.) bestimmten Bewegung die 
anfänglich ellipsoidisch vorausgesetzte Oberfläche auch zu jeder späteren Zeil 
die Gestalt eines mit dem ursprünglichen concenirischen Ellipsoides hat. Man 
kann noch hinzufügen, dafs Punkte, welche anfänglich ein mit der Oberfläche 
concentrisches, ähnliches und ähnlich liegendes Ellipsoid bilden, zu jeder an- 
dern Zeit in ähnlicher Beziehung zu der jedesmaligen Oberfläche stehen werden. 
Es soll nun gezeigt werden. dafs die Ausdrücke (3.) den Gleichungen (2.) 
genügen. wenn die darin enthaltenen Functionen der Zeit, /, m, etc. gehörig 
sewählt werden. Hierzu ist zunächst erforderlich. dafs das Potential W der 
von dem Ellipsoid (7.) begrenzten Masse für einen inneren Punkt (w,y,2) be- 
stimmt und dann durch «, 5, ce ausgedrückt werde. Nach einem bekannten 
Satze ist das Potential eines auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides für 
einen inneren Punkt ein viergliedriger Ausdruck. der aufser einem constanten 
Theile drei den Quadraten der Coordinaten proportionale Glieder enthält. Um 
das Potential für unser Ellipsoid (7.), welches nicht auf seine Hauptaxen be- 
zogen ist. zu erhalten, müfste man also durch Auflösung einer cubischen 
Gleichung zu diesen übergehen und dann das für das neue Coordinatensystem 
geltende Potential durch x, y, z ausdrücken. Bei der eben angedeuteten etwas 
umständlichen Rechnung stellt sich heraus, dafs das Resultat nur symmetrische 
Verbindungen der Wurzeln der cubischen Gleichung enthält und also ohne 
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Lösung dieser Gleichung aufgestellt werden kann. Man gelangt zu demselben 
Ergebnifs auf weit kürzerem Wege, wenn man sich zur Auflindung des Po- 
tentials der Methode des discontinuirlichen Faktors bedient, welche unmittelbar 
auf ein Ellipsoid angewandt werden kann, welches auf beliebige Axen be- 
zogen ist *). Da jedoch der sehr complieirte Ausdruck, welchen man durch 
die eine oder die andere der angegebenen Verfahrungsarten erhält. zu unserem 
Zwecke entbehrlich ist. so wollen wir uns bei der Ableitung desselben nicht 
aufhalten **). Es genügt für uns zu bemerken, dafs das durch x, y, x aus- 
oedrückte Potential offenbar aufser einem constanten den Werth desselben im 
Mittelpunkt darstellenden Bestandtheil eine vollständige homogene Function des 
zweiten Grades von z, y, 2 enthält. Dieselbe Form wird das Polential in 
Bezug auf a, db, ce darbieten,. wenn man für ©, y, 3 die Ausdrücke (3.) ein- 
seizt. Es ist also 
V—= H-— La — Mb’ — Ne — 2L'be — 2M'ca— 2N’ab, 

woL, M,... N’ sehr zusammengesetzte, elliplische Integrale enthaltende Fune- 


dV dV AV 


lionen von £, m, ... n” bezeichnen. Da hiernach i „ — die Variabeln 
da db de 


a, b, e nur linear enthalten. und dasselbe von den drei ersten Gliedern in 





jeder der Gleichungen (2.) gilt, so werden diese Gleichungen unabhängig von 
a, b, e nur bestehen können. wenn der Druck aufser einem von «, b, ce un- 
abhängigen Bestandtheil nur Glieder zweiter Ordnung enthält. Da wir nun 
andererseits voraussetzen. dafs dieser Druck an der ganzen Oberfläche zu der- 
selben Zeit denselben blos von dieser abhängigen Werth P hat. so mufs p 





”) Ueber eine neue Methode zur Bestimmung vielfacher Integrale ( Abhandlungen 
der Akademie der Wissenschaften zu Berlin; 1859). — Unter den hinterlassenen Papieren 
fand sich die folgende vereinzelte Bemerkung: „Als einmal zwischen Jarobi und mir die 
Rede von der Altraction der Ellipsoide war, mit welchem Problem der grofse Mathema- 
Iiker sich früher sehr angelegentlich beschäftigt halte, erwähnte er eines Umstandes, der 
ihn sehr überrascht hatte, des Umstandes nämlich, dafs die Bestimmung der auf einen 
aufseren Punkt ausgeübten Anziehung auch dann nur die Lösung einer einzigen cubischen 
Gleichung erfordere, wenn das Ellipsoid nicht auf seine Hauptaxen bezogen sei, und legte 
mir die Frage vor, wie sich die Methode des discontinuirlichen Factors in dieser Bezie- 
hung verhalte. Ich konnte sogleich antworten, dafs sich bei Anwendung der eben er- 
wähnten Methode dieselbe Erscheinung zeige, und Jacobis Bemerkung zugleich durch 
die Angabe vervollständigen, dafs sich für einen inneren Punkt gar keine cubische Glei- 
chung einstelle.* — Vergl. Anmerkung (1) zu $. 4. 

**) Es erschien zweckmäfsig, die hier und im Folgenden angedeutete, durchaus 
nicht schwierige Rechnung wirklich auszuführen; die Resultate findet man weiter unten 
ım $.4. 


Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 3. 25 
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haben. wo o eine nur mit Z veränderliche Gröfse bezeichnet. 










Setzt man 


alle im Vorhergehenden erhaltenen Ausdrücke in die Gleichungen (2.) ein, 
so zerfällt jede derselben in drei neue Gleichungen, indem die mit «a, b, « 


multiplieirten Glieder besonders verschwinden 


10 Functionen der Zeit, /, 
chungen, welche in gleicher Anzahl sind, 


Bestimmung der 
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Man 
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müssen. hat also zur 
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1. 


Es ist leicht, die Unbekannte o zu eliminiren, indem man aus den drei ersten 


dieser Gleichungen eine Doppelgleichung bildet; 
halber wollen wir jedoch die Gleichungen in unveränderter Form beibehalten. 


S. 2. 


Obgleich das eben aufgestellte System allen Bedingungen der Auf- 
gabe genügt und ebensoviel Gleichungen als Unbekannte enthält, 
streng genommen, dieser doppelte Umstand nicht aus, um die Möglichkeit der 


oben angedeuteten Bewegung zu zeigen. 


Es ist vielmehr noch nachzuweisen, 


der gröfseren Symmetrie 










so reicht, 
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dafs unsere Gleichungen ausreichen, um aus den anfänglichen Werthen der 


’ Si di An! A ar u 
Gröfsen 4, m,...n und ihrer Derivirten —,... —. für welche anfängli- 


" 

dt?’ di 
chen Werthe die obigen Bedingungen gelten, die Werthe der Grölsen /, 
m,...n für eine beliebige Zeit Z ableiten zu können. Es kommt dieser 
Nachweis offenbar darauf hinaus, zu zeigen, dafs, wenn für eine beliebige 
Zeit die Werthe von /, mn, ... n”’ und ihren ersten Derivirten als endlich und 
völlig bekannt vorausgesetzt werden, aus unseren Gleichungen die Werthe 


; dl d’m Be. ' ) 
der zweiten Derivirten ar Su ar für dieselbe Zeit abgeleitet werden 


können. Es wird genügen, die hier erforderliche Rechnung, welche durchaus 





keine Schwierigkeiten darbietet, mit wenigen Worten anzudeuten. Löst man 
EEE 4 
_ a ie 1 
Gröfsen auf und verfährt ebenso in Bezug auf die sechs übrigen, so erhält 








die drei der Gleichungen (a), welche enthalten, nach diesen 


man für jede der 9 zweiten Derivirten einen Ausdruck der Form eo--f, 
wo e und f wegen = 1 ohne Nenner sind und völlig bestimmte endliche 
Werthe haben, so dafs alles darauf hinauskommt sich zu überzeugen, dass o 
einen bestimmten endlichen Werth hat. Dieser Werth aber ergiebt sich aus 
einer Gleichung der Form e'o-+f’==0, welche man erhält, wenn man die 
d 

di? 
von e' und f’ dasselbe gilt. was vorhin in Bezug auf e und f bemerkt wurde. 


’0 
eben erwähnten Ausdrücke in die Gleichung —— = 0 setzt, und in welcher 


und e’ als eine Summe von (Quadraten. die nicht gleichzeitig verschwinden 
können. von Null verschieden sein wird *). 


Es ist übrigens hinsichtlich der Bewegung, welche durch unsere Glei- 
chungen definirt wird, eine wesentliche Bemerkung zu machen, welche den 
jeden Augenblick an der Oberfläche ausgeüblen Druck betriffl. Dieser Druck 
mufs in gewissen Fällen eine bestimmie Grenze übersteigen, wenn die Be- 
wegung physisch möglich sein soll, es sei denn, dafs man unter einer in- 
compressibeln Flüssigkeit eine solche verstehen wollte, die, wie sie jeder 
Zusammendrückung,. so auch jeder sie zur Trennung sollieilirenden Kraft 
widersteht. Nimmt man diese letztere Fähigkeit, wie gewöhnlich, nicht in die 
Definition auf, so ist es für die Darstellbarkeit der Bewegung durch die hy- 
drodynamischen Gleichungen erforderlich, dafs der Druck in der bewegten 





*) Das ausgeführte Resultat dieser Rechnung findet man in $.4. 
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haben. wo 0 eine nur mit £ veränderliche Gröfse bezeichnet. Setzt man & 
alle im Vorhergehenden erhaltenen Ausdrücke in die Gleichungen (2.) ein, n 
so zerfällt jede derselben in drei neue Gleichungen, indem die mit «, b, « 
mulliplieirten Glieder besonders verschwinden müssen. Man hat also zur 
Bestimmung der 10 Functionen der Zeit, /, m,...n”, o die folgenden Glei- 
chungen, welche in gleicher Anzahl sind, 









































































2m 
ai a Aa. 
ie -- et A — — 2 Me -+ = 
n 2 +n Fr . En — —2N: + = 
nn -- WS —- m" Er — —QL': 

dit an 
ke + m ee; n” A — —2M': 
ring 
rn —am 
m a 4 m’ ar m” Aa — —2N': 







\ E+ mn" —1. 















Es ist leicht, die Unbekannte o zu eliminiren, indem man aus den drei ersten 
dieser Gleichungen eine Doppelgleichung bildet; der gröfseren Symmetrie 
halber wollen wir jedoch die Gleichungen in unveränderter Form beibehalten. 





$. 2. 

Obgleich das eben aufgestellte System allen Bedingungen der Auf- 
gabe genügt und ebensoviel Gleichungen als Unbekannte enthält, so reicht, 
streng genommen, dieser doppelte Umstand nicht aus, um die Möglichkeit der 
oben angedeuteten Bewegung zu zeigen. Es ist vielmehr noch nachzuweisen, 
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dafs unsere Gleichungen ausreichen. um aus den anfänglichen Werthen der 

; u dl An! 
und ihrer Derivirten "a 
chen Werthe die obigen Bedingungen gelten, die Werthe der Grölsen {, 


„ 


m,... na für eine beliebige Zeit Z ableiten zu können. Es kommt dieser 


" 


Gröfsen I, ın,...n für welche anfängli- 


Nachweis offenbar darauf hinaus, zu zeigen, dafs, wenn für eine beliebige 


Zeit die Werthe von /, m, ... n” und ihren ersten Derivirten als endlich und 


völlig bekannt vorausgesetzt werden, aus unseren Gleichungen die Werthe 
r dl d’m Be. 
der zweiten Derivirten eg Nr für dieselbe Zeit abgeleitet werden 


können. Es wird genügen, die hier erforderliche Rechnung, welche durchaus 





keine Schwierigkeiten darbietet, mit wenigen Worten anzudeuten. Löst man 
Fr: Er 
5 
Gröfsen auf und verfährt ebenso in Bezug auf die sechs übrigen, so erhält 





die drei der Gleichungen (a), welche enthalten, nach diesen 


man für jede der 9 zweiten Derivirten einen Ausdruck der Form eo--f, 
wo e und f wegen = 1 ohne Nenner sind und völlig bestimmte endliche 
Werthe haben, so dafs alles darauf hinauskommt sich zu überzeugen, dass © 
einen bestimmten endlichen Werth hat. Dieser Werth aber ergiebt sich aus 
einer Gleichung der Form eo-+f'=0, welche man erhält, wenn man die 
d 

dt? 
von e' und f’ dasselbe gilt. was vorhin in Bezug auf e und f bemerkt wurde. 


’0 
eben erwähnten Ausdrücke in die Gleichung — = 0 setzt, und in welcher 


und e' als eine Summe von Quadraten. die nicht gleichzeitig verschwinden 
können, von Null verschieden sein wird *). 


Es ist übrigens hinsichtlich der Bewegung, welche durch unsere Glei- 
chungen definirt wird, eine wesentliche Bemerkung zu machen, welche den 
jeden Augenblick an der Oberfläche ausgeüblen Druck betrifft. Dieser Druck 
mufs in gewissen Fällen eine bestimmte Grenze übersteigen, wenn die Be- 
wegung physisch möglich sein soll, es sei denn, dafs man unter einer in- 
compressibeln Flüssigkeit eine solche verstehen wollte, die, wie sie jeder 
Zusammendrückung. so auch jeder sie zur Trennung sollieilirenden Kraflı 
widersteht. Nimmt man diese letztere Fähigkeit, wie gewöhnlich, nicht in die 
Definition auf, so ist es für die Darstellbarkeit der Bewegung durch die hy- 
drodynamischen Gleichungen erforderlich. dafs der Druck in der bewegten 





*) Das ausgeführte Resultat dieser Rechnung findet man in $.4. 
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Masse nie negativ werde. Da nun in unserem Falle 


und der eingeklammerte Ausdruck innerhalb der Masse alle Werthe zwischen 
0 und 1 annimmt, so besteht für den Fall, wo die Gröfse o, die im Allge- 
meinen nur durch die Integration unserer Differentialgleichungen bestimmt 
werden kann, zu irgend einer Zeit einen negativen Werth erhält, die Be- 
dingung, dafs P nicht unter dem absoluten Werthe von o liege. Nur wenn 
o nie negaliv wird, bleibt P unbeschränkt und kann die durch unsere Glei- 


chungen definirte Bewegung im leeren Raume und ohne äusseren Druck 
Statt finden. 


Nur der anfängliche d.h. 2=0 entsprechende Werth von o läfst sich 
d? 
' d’ od 
ohne Integration bestimmen. Setzt man = in der Gleichung Fri —(, s 
erhält man 
dm! dn' dn" dl di dm! 





rar BETTEN FETTE 
a a al zu 9 dm" dn’ | 9 dn di" | „dl dm 
er ne er 


Den drei ersten Gliedern der zweiten Seite kann man die Form geben 
di\® , (dm! \? An" dl , dm! , du''n?’ 
(=) 5 (M)- Gr dt +)» 
wo das letzte Quadrat nach der schon früher bemerkten Bedingungsgleichung 


verschwindet. Andrerseits ergiebt sich, immer unter der Voraussetzung = (0), 
durch Addition der drei ersten der Gleichungen (a) 


2 2 2,1 
ar te tar = EHINGEN 
und da zu Anfang ©, y, 2 mit a, db, c zusammenfallen, so hat V die Form 
V= H-—- Li — My’— Ns’, 
so dafs also nach einem bekannten Salze 


= 4-4 -—=2(L+MHN). 








dx’ dy 


Hiernach wird unsere obige Gleichung 


eat 


Sind nun z. B. diejenigen der anfänglichen Werthe (4.), welche sich ausser- 
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halb der Diagonale befinden, und zu dieser eine symmetrische Lage einnehmen. 
einander gleich, so ist der anfängliche Werth von o positiv, und wir werden 
weiter unten sehen, dafs in diesem besonderen Falle dasselbe für die ganze 
Dauer der Bewegung Statt findet *). 


$. 3. 

Um von der im $.1. betrachteten Bewegung eine einfache Anschauung 
zu gewinnen, ist es zweckmäfsig die durch lineare Ausdrücke ausgedrückte 
momenlane Bewegung in zwei einfachere zu zerlegen. Wir bemerken jedoch, 
dals diese Zerlegung nur den eben angegebenen Zweck hat und für die voll- 
ständige Behandlung des Problems keinen wesentlichen Nulzen gewährt, da 
die beiden Theilbewegungen sich im Allgemeinen nicht für die ganze Dauer 
der Bewegung getrennt bestimmen lassen, und bemerken ferner. dafs einige 
der in diesem $. gebrauchten Zeichen eine von der denselben in der übrigen 
Abhandlung beigelegten abweichende Bedeutung haben. Substituirt man in 
den obigen Ausdrücken von vw, v, w für a, db, c die Werthe (6.), so erhalten 
die Componenten die Form 

u—=yr-hy-+kz 

(1.) v=gr-+hy-k'rz 

w—=g"c+h"y--k"z, 
wo 9, h elc. einfache Verbindungen von den selbst durch /, m etc. ausge- 
drückten Gröfsen A, «u etc. und den Gröfsen (4) sind, und man überzeugt 
sich leicht, dafs in Folge der oben bemerkten Bedingungsgleichung immer 


die Relation 
g4W+k" — 0 
Statt findet **). 

Nun läfst sich die augenblickliche Bewegung eines Systemes, bei wel- 
cher wie hier die Componenten %, v, w der Geschwindigkeit eines beliebigen 
den Coordinaten £&, y, & entsprechenden Punktes lineare Functionen dieser 
Coordinaten sind, immer, auch abgesehen von der in unserm Fall Statt fin- 
denden Relation zwischen den drei Coefficienten g, A’, k”, in zwei einfachere 


Bewegungen zerlegen. Die eine dieser Theilbewegungen ist von solcher 
Beschaffenheit, dafs, wenn das System auf drei gehörig gewählte neue Axen 


*) Den Beweis dieser Behauptung findet man in $.5. 
**) Die Werthe der Coefficienten g, A, .. k" sind in $.4. angegeben. 
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der S, n, & bezogen wird, die diesen parallelen Componenten p, g, r der Ge- 
schwindigkeit die einfache Gestalt 
Q)> ya, ey, r=& 

annehmen. wogegen die andere Theilbewegung in einer blossen Rotation 
besteht, bei welcher das System sich wie ein fester Körper um eine durch 
den Anfangspunkt gehende Axe dreht. Um sich von der Möglichkeit einer 
solchen Zerlegung zu überzeugen, ist zunächst zu untersuchen, wie sich die 
Componenten %,, ®, , der durch die Gleichungen (2.) ausgedrückten Be- 
wegung darstellen, wenn man diese Bewegung auf drei ganz beliebige Axen 
der x, y, & bezieht. Setzt man zu diesem Zwecke unter Anwendung der 
üblichen Bezeichnung für die von den Axen gebildeten Winkel 





cosz5=a, cosen=f, cosıd —y 








cosy5=a, cosyn=f), cosyl=7' 
coszdi—u", cos2n—=fP", coszL;—=y", 
so hat man nach den bekannten Sätzen 
| ) f a ! 3 u „ 
vw=ap-+fP'g+ryr „= ße+Py-+P"z 
N ı am 1 ER 2 aa 
ww, =apTPpPgITY Tr EBEFTIFTT 


Werden die obigen Werthe von p, 9, r in den drei ersten Gleichungen und 


dann für S, n, © ihre durch die drei letzten gegebenen Werthe substituirt. 
so erhält man 


u — Ir -ny-m'z 
(3.) eo —=nır +my-+lz 
w, = mc—ly-nz, 


wo zur Abkürzung gesetzt ist 


l wu do“ — b?° .- C 2 l EEE ac" 4 DB" + ey'y" 
2 9 > Zi | „ 

m — ac” — b5" ey" m’ — ac'a +bI 9 +ceyYy 
nn n2 ] Zr ei“ m Bun ' u I ER myAM ! 

n = aa" +bP"-+cy n' —=aca' +55 +ceyy. 


Man sieht also, dafs, wenn die durch (2.) bestimmte Bewegung auf ein be- 
liebiges Axensystem bezogen wird. in den Ausdrücken für die Componenien 
nur 6 verschiedene Coefficienten vorkommen und je zwei derselben, welche 
in Bezug auf die Diagonale symmetrische Stellen einnehmen. gleich sind. 


Es ist nun auch umgekehrt leicht. sich zu überzeugen, dafs jede durch lineare 
Ausdrücke von der eben erwähnten Beschaffenheit definirte Bewegung so auf 
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drei neue Axen der $, n, & bezogen werden kann, dafs die Componenten die 
obige einfache Form (2.) annehmen. Diese Behauptung rechtfertigt sich so- 
gleich durch den bekannten Satz, nach welchem der Ausdruck 
la? + ıny? + nz? 4 WUlyz + Qm'zc + In’cy 
durch Einführung anderer Axen auf die Form 
as +bn?+ cl 

gebracht werden kann, da offenbar die zur Erfüllung dieser Forderung zu 
lösenden Gleichungen mil denjenigen zusammenfallen, auf welche unsere Frage 
zurückkommt. Wir können daher dies bekannte Resultat auf unsere Unter- 
suchung anwenden. Nach diesem Resultate sind a, b, ce völlig bestimmt und 
die drei immer reellen Wurzeln eöner cubischen Gleichung; von diesen Wur- 
zeln ist eine nach Belieben für «, eine zweite für 5 und die dritte endlich 
für e zu nehmen, da eine Vertauschung derselben keinen anderen Erfolg hat 
als eine entsprechende Aenderung in der Benennung der Axen nach sich 
zu ziehen. Sind die Werthe a, d, e ungleich, so ist auch das System der 
Axen der $, n, & seiner Lage nach völlig bestimmt. Etwas anders verhält 
es sich, wenn zwei der Wurzeln oder alle drei einander gleich sind. Im 
ersteren Falle, wenn z. B. « und 5 gleich aber von ce verschieden sind, ist 
nur die Axe der [ ihrer Lage nach bestimmt, wogegen für die beiden anderen 
irgend zwei auf einander und auf jener senkrechte Gerade genommen werden 
können. In diesem Falle wird die schon so leicht zu übersehende durch die 
Gleichungen (2.) delinirte Bewegung noch anschaulicher, wenn man die bei- 
den ersten Componenten zu einer Geschwindigkeit vereinigt, die der Richtung 
nach mit dem auf die dritte Axe herabgelassenen Perpendikel 4 zusammen- 
fällt und den Werth 4% hat. Sind endlich die drei Wurzeln «a, db, ce alle 
einander gleich, so bleibt das System der drei rechtwinkligen Axen seiner 
Lage nach ganz willkührlich, die Geschwindigkeit fällt überall ihrer Richtung 
nach mit der Entfernung og vom Nullpunkte zusammen und hat den Werth «o. 

Was nun zweitens eine Bewegung betrifft, in welcher das System 
ohne Aenderung in der relativen Lage seiner Theile um eine durch den An- 
fangspunkt gehende Axe rotirt, so sind für eine solche Bewegung die Com- 
ponenten %,, %,, w, der Geschwindigkeit von der Form 

4) w=yz—ry, w=rre—pz, mw=py-—yr, 
und umgekehrt ist jede durch diese Ausdrücke bestimmte Bewegung eine 
Rotation der bezeichneten Art. 
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Hiernach wird also die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Be- 
hauptung über die Zerlegbarkeit einer durch die Gleichungen (1.) dargestellten 
3ewegung dargelhan sein, wenn die neun in den Gleichungen (3.) und (4.) 
enthaltenen Coeffieienten so gewählt werden können, dafs 


n—u+W, vv +n, w=w+tWw 
wird; dafs dies aber stets und zwar nur auf eine einzige Weise möglich ist, 
erhellt unmittelbar aus der Form dieser Forderungen. und es bleibt nur noch 
zu bemerken. dafs in Folge der Relation 
g+h-{k'—0 
der Charakter der ersten der beiden Theilbewegungen in unserem Falle die 
Beschränkung erleidet, welche durch die Gleichung 


a+b-+-c—=0 


ausgedrück! wird und ihren Grund in der Incompressibilität der Flüssigkeit findet. 


$. 4. 

Bevor wir weitergehen. wird es zweckmälsig sein, die Resultate 
einiger oben nur angedeuteten Rechnungen hier anzugeben. Dazu gehört vor 
Allem der Ausdruck des Potentials V eines nicht auf seine Hauptaxen be- 
zogenen durch die Ungleichheit 


Se +8'y--S"2142Tyz+2T'2242T"oy <1 
begrenzten Ellipsoids für irgend einen inneren Punkt (z,y, 2). Bezeichne! 
man die auf der linken Seite dieser Ungleichheit befindliche ternäre quadrati- 
sche Form mit 7, die ihr adjungirte 
(SS T)rH{S"S-T)y?+(SS—-T)3°+2(TT—TS)ys+T’T-T'S) ze + TT-T"S")x, 
mil #", ferner die positive Quadratwurzel aus der Determinante 
GG 4+ W541 

der neun Grölsen 

Ss-+1. Eu, T's 

T's , S’s-+1, Ts 

E84 Ts ,„ S"’s+i 
mit ./, so findet man nach jeder der beiden im $. 1. angegebenen Methoden *) 


*) Die in der Anmerkung zu $. 1. pag. 189 erwähnte eubische Gleichung in Bezug 
auf s erhält man, wenn man den eingeklammerten Ausdruck unter dem Integralzeichen auf 
der foleenden Seite = setzt. 
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Ws; / 7 pe F— an ud 


0 
In unserm Falle hängen die Coelfficienten der beiden Formen # und F' 
auf folgende Weise von den Functionen /, »n,... n’ und den entsprechenden 
Pr „ 
,, U; :.9 ab: 


' 7? u? 2 rn ri uw" vv!" 
S=-ıtptm T-F7T77tPr 


. EN 3 Si Ban Wi ” 
nn EINE 2 Are re ae F ni 


S 




















2 N EN 2", u EA, 
u} I [4 ! I 
zT + 52° T'= 7? . = 
u u AN uu' vv' 
WI 2 
N u u cz fi =—- 7 - PAR 


und 


Ss, > T: MA) A’T-+ b’m’+ O’n? 4 


TT"_TS — AI" + Bim'in! + C’n'n! 




















A’ BC . A?’B?O? 
no. mm PI’+DB’m’+ Cu” r AI B’m'm+C’n"n 
S Mn. T": a 4 R mn T’Ss' rn en 
A’B’C” : A”’B?C? 
yg mn AP + Bm Cm" A’W+B’mm'+C’nn' 
NYY 2 } ı? an . [4 AUG m av cin PR 
AB? CO? RE. un A?’B? CO? 
und endlich ist 
3 1 
G = pe 


der Werth der Determinante der neun Gröfsen 
m. re 
ET 
u FE 2a 
Um nun die Werthe der in den neun Differentialgleichungen (a) vor- 
kommenden Gröfsen Z, M, .. N’ zu bestimmen, hat man in dem eben für V 


aufgestellten Ausdruck die Coordinaten x, y, 2 zu ersetzen durch ihre Aus- 
drücke als Functionen von a, db, ce; das Resultat dieser Rechnung ist dadurch 


ERDE 1 FRE RE NEL 


f 


bemerkenswerth, dafs das Potential Y die Functionen der Zeit /, m,.. m 
nur in den sechs Verbindungen *) 
P=! +4” +1”, P=mn+m'n'-+m'n" 
O=mW"+4m"’+mM"; O=nl +nl +’ 
R=n+n”’+n”"; R=Im +lm + lm 


STERN 


*) Der Umstand, dafs hier und im Folgenden der Buchstabe P, welcher schon in 
$.1. als Zeichen für den auf der Oberfläche Statt findenden Druck gebraucht wurde, eine 
ganz andere Bedeutung hat, wird kaum zu einer Verwechslung führen können. 
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enthält, zwischen welchen aufserdem noch die Determinantengleichung 
POR — PP" — 00" — RR”-2P'QOR—1 
besteht. Die gesuchten Werthe sind nämlich die Kanal 


1 -,/ 5 “ds Eu Lee R3 PO — Fe “ sds | Pr = 2.ds 
Ba; a) FIIPOR) 7 


n ("de | (PO—R" nn Th ade | On (” s?ds 
won 1.,(20- a5 +) 2 


"ds nz 2. re Mi ” sds Rn © so? ds 
Va EEE fra, an je 









































Br (ÖR'—P'P)n /(”sds + P'n J “s’ds 
4 —— °C: , WE A?B?C: Br & 
(kP'—-0O'0O)n (” sds 2 O'n f s’ds 
Eee u A Er A. - ; f 
N IE sds kn ®s®ds 
eg AB O7 J 4 + AB’ 0’, Di 


und hierin ist ./ die positive Quadratwurzel aus der Determinante 


r P 2 1 (QR—P® — 0" , PO—EN | 
tt tet 


der neun Gröfsen 








P- Ti R', 0, 
R, O4, P, 
V, , R 4 Zr 


Mit Hülfe dieser Formeln läfst sich nun auch die in $.2 angedeutete 


Rechnung ausführen, welche den Zweck hat, die Function o durch die Gröfsen 
!,m,..n' und deren Derivirte erster Ordnung auszudrücken. Das Resultat 


dieser etwas mühsamen, aber durchaus nicht schwierigen Operation ist in der 


Gleichung 
ee 








RP—-0" _ PO—R" dl dA 
tet )e = An —4 Zu 


enthalten, wo das Summenzeichen sich auf alle neun Paare (l,A), (m, u), ... 


(n”, v") bezieht. Der Coefficient, mit welchem hier o behaftet ist, läfst sich 
in die Form 


u ET 





"rue" _ ) Z 
A: T B: T 0: Zu SI N 7 S 
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bringen, woraus unmittelbar hervorgeht, dafs er niemals verschwinden kann, 


da die Annahme, dafs alle neun Gröfsen Z, w, .. v'' sich auf Null reduciren. 
mit der Gleichung 
ZE+iuy" =; 1 
im Widerspruch steht. 
Um unser System von Formeln zu vervollständigen, bilden wir auch 
noch die folgenden Ausdrücke für die Coefficienten g, A,... k" in den Ge- 
schwindigkeilscomponenten u, v, w: 


= du rn di, " dm | & An dv ’ dV | dm’ , du 
ur Sat Er Me DE Ze“ 


_4t 


ur u mM’ 


\ 





du A: - ‚dn . dv | Pe A 
Pt en | | ri 
== I. > ri h OR SE 1 (di ze v mM 
'y ne dt’ dy SE Ä ( 
e. . EEE ee y dv „nd! , „dm | _„dn 
ine ai Bike Zuindl Set Tasse Zul Tau Fe 
z ( ae Zi ( dz ( Ev ( 
” di ri dm!" | dn" 
= —  — + U —+rv —., 
I dx di 7 a Fi lt 
h" = dw 3, 4 di" u dm" y' An! 
ri re Tee dt ° 
dw _ „ndi" dm" | n du!" 


oz en u Don h BE er. -q : 
dz dt 7 P di | dt 


Die Bedingung der Incompressibilität giebt dann zunächst die Gleichung 


dd dı , dv , dw 
+ — -— —(, 


dt de! dy ' dz 
und für das leizte Glied in der zur Bestimmung von o dienenden Gleichung 
findet man den Ausdruck 


—  — (WW — 
—DB—— — -— DD... 


—ardı  dzdy dydz dz dx v dy dx dxdy 
2 2 aa 2 ne 
EICHE HER Er Teer 
der uns dazu dienen wird, die am Ende des $.2. ausgesprochene Behauptung 
zu rechtfertigen. 
Aufserdem mag noch bemerkt werden, dafs die Rotationen p', g', r 
um die drei Coordinatenaxen. in welche sich die augenblickliche Rotation 


zerlegen läfst, die Werthe 


'—4( 2) — (5 je =) all 
dans dy ds? Du ie = dx’? - :\der dy 


—— 


we 


ga di. er dv dw  dvdw + dw du dw du , du dv du dv 
dr dz 





haben. 
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S. 5. 


Wir gehen nun über zu der Aufstellung von sieben Integralen ersteı 
Ordnung, welche stets gelten, ohne besondere Voraussetzungen über den an- 
fänglichen Bewegungszustand zu machen. Drei derselben ergeben sich un- 


mittelbar aus den Differentialgleichungen (a.), wenn man je zwei derselben. 


welche rechts dasselbe Glied — 2L’e, —2M’'e, —2N’e enthalten. von ein- 
ander abzieht; auf diese Weise erhält man 





dn dm ‚An ‚dm' „ An" „Im! T A An! =) 
cr Be > ai er Ze = = (Ir) Fr # 
1 dn dl dn' dl" du! al" dn 
4 Be A u BL nn A "95 Ben AHER EEE Din 
1) 0 BRETT TI ETF EN dt ) ( dt ). 
dm dl ,‚ dm! „u zn = ZT ‘= di‘ 
WET EEE ig (Fr »AF) 


Will man die Componenten u, v, ww der Geschwindigkeit an der Stelle (x,y, x 
und ihre nach den Coordinaten ©, y, & genommenen parliellen Derivirten ein- 
führen, so lassen sich diese Integrale mit Hülfe der im vorhergehenden Para- 
graphen gegebenen Ausdrücke leicht in die folgende Form bringen *) 


dv dw 
u WU +Bm +Cn, 
dw du , PR gn' 
Fe Fan A -—- Bon’ + En’, 
du dv 


PR. Tu Ze 9] 
% 7 = W4 Bun + 6n”, 


aus welcher unmittelbar hervorgeht, dafs die Axe der augenblicklichen Ro- 
tation stets von denselben Elementen der flüssigen Masse gebildet wird und 
dafs, wenn die drei links stehenden Gröfsen zu irgend einer Zeit gleichzeitig 
verschwinden, d. h. wenn keine Rotation Statt findet, dasselbe für die ganze 
Dauer der Bewegung gilt; die Bedingungen, welchen der Anfangszustand der 
Bewegung in diesem Falle unterliegt, sind in den ER 


en A A 


ausgesprochen. und man erkennt unmittelbar aus dem im vorigen $. mitge- 
theilten Ausdruck für die Function o, dafs dieselbe während der ganzen Be- 








*) Vergl. die Anmerkung zu der Einleitung. 
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wegung nur positive Werthe annimmt; hiermit ist also die Richtigkeit der am 
Ende des $. 2. aufgestellten Behauptung nachgewiesen *). 

Da ferner in unserem Problem die wirkenden Kräfte nur von deı 
wechselseitigen Anziehung der Elemente der flüssigen Masse herrühren. so 
liefert uns das Princip der Fläche drei Integrale 


dz dy\ 7 _dx dz 
JbE — 27,)dr — const., /@T—: Z)d — const.. 


‚dy dx En 
Ka A, 7 )dı = const.,, 


in welchen die Integrationen über alle Elemente dr der flüssigen Masse aus- 
zudehnen sind. Drückt man die Coordinaten &, y, 3 durch die ursprünglichen 
Coordinaten a, b, ce aus, indem man das anfängliche Ellipsoid in unendlich 
kleine Elemente dr — dadbde zerlegt, und berücksichtigt, dafs 


ne Eu : . > M i r M u 
fed——.4', fr u—=5- Fe fe dı = — U”, 


h) h) 
Jvedi —=(, feadı ==0, abdı —0 
. R 4n ABC 
ist, wo M zur Abkürzung für die Gesammtmasse — 3 geselzl ist, so 


nehmen diese Integrale die folgende Form an: 


7 ! 7 ' n ' 
AU al 1") 4 B (m dm )+ C(n dn E " 


de A an 
me 

a m re ne) 
a DE ie pe 

Er) El ecke) 
== 42) -B()- 


Setzt man die in dem vorhergehenden $. mitgetheilten Ausdrücke für 
die Gröfsen Z, M,... N’ als bekannt voraus, so ergeben sich die vorstehen- 





‚,”) Es mag beiläufig bemerkt werden, dafs die drei Integralgleichungen (1.) hin- 
reichen, um aus den neun Differentialgleichungen (a.) sechs andere abzuleiten, welche 
die neun Functionen /, m, ... n" nur noch in den sechs Verbindungen P, O0, ... R, 
und aufserdem noch die Gröfse o enthalten. 
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den Integralgleichungen auch aus unseren Differentialgleichungen (a.) durch 
eine etwas mühsame Rechnung, bei welcher vorzüglich zu berücksichtigen ist, 
dafs zwischen den Gröfsen L, M,... N’ und P, ©, .... R' folgende Re- 
lationen Statt finden 


ARM — ON')+B(OL —- PM)1CXP'N—-RL) — 0 
#(QL — PM')+B(PN—RL) + CXRM- ON) = 0 
A(PN —- RL) B(RM- ON)CXOL-PM) — 0, 


von denen nur eine verifieirt zu werden braucht, weil aus ihr die beiden 
andern durch einfache Permutation abgeleitet werden können. 

Das siebente Integral wird uns endlich durch das Princip der lebendigen 
Kraft geliefert. welches nach der Natur der in unserem Problem wirkenden 
Kräfte durch die Gleichung 


Fi (7 = nn + ( 7 ) + (=)) die — Const. + & dt 


ausgedrückt wird, in welcher die Integrationen über alle Elemente dr der 
bewegten Masse auszudehnen sind; die wirkliche Ausführung derselben, wie 
sie sogleich angedeutet werden soll, giebt dann das Resultat 


di'\? di! \? 
MR je 
+) +) .(Z)) 
dm dın! dm! 2 El... 
an) Hl HE HAI] = Sonst af G- 
„fr dn An! dn"'\’ 
ee m) (Mm) 

Auf der linken Seite kann man nämlich das frühere Verfahren anwenden. 
indem man den ursprünglich von der Masse erfüllten Raum in unendlich kleine 
Elemente dr —=dadbde zerlegt, und die Integrationen in Bezug auf die 
Variabeln «, d, e ausführt; man erhält dann unmittelbar, nach Unterdrückung 

M ; ’ 
des constanten Factors = den auf der linken Seite der Gleichung (IIl.) 


befindlichen Ausdruck. Auf der rechten Seite würde man durch dasselbe 


Verfahren zunächst zu 

vaı er (u 4 sremre m 
linden; aus den in $.4. gegebenen Ausdrücken für L, M, N ergiebt sich 
ferner ohne Schwierigkeit 





#L+BM+OCN—-H=n/ ©. 
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also 


woraus denn unmittelbar die Richtigkeit der Integralgleichung (111.) erhellt. 
Allein man kann auch ohne Hülfe der Ausdrücke für Z, M, N den Werth 
des auf sich selbst bezogenen Potentials der flüssigen Masse leicht auf fol- 
gende Weise finden. Ist nämlich 


yi? >12 


tat 1 


die Gleichung des auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides, welches augen- 
blicklich die flüssige Masse begrenzt, so ist der Werth des Potentiales im 
innern Punkte (x, y',z’) 


x ıL d: „12 ‚2 yı? 
de Be 
wo 4 die positive Quadratwurzel aus dem Ausdruck 
Hattelt) 


bedeutet. Zerlegt man nun die ganze Masse in unendlich kleine Elemente 
dı = dx’ dy' dz', und bedenkt, dafs 


yj b) „) b) ML ) i MB) auf ) 
fu=-za Hg, (rare, rn! Sr, 


ist, so findet man zunächst 


a © ds a? ri y’ 
Var = mal GA rat): 


nun ist aber 











gi 1 1 dog (1) 
tet tat) 3 
s dd 
3-23 


und hierdurch geht die vorige Gleichung in die _ über 


vd = 3? a/z etz A “ 


und da ferner durch theilweise Integration leicht bewiesen wird, dafs 


1 
g 3 -[ 17). -/1 
2d J ds Ex 27 
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ist. so erhält man endlich wieder 


, Alf = ds 
Var = Inf" ®, 


0 


und hierin ist nach bekannten Sätzen 





14; 0, 0 Ss+H1, T"s, T's Pt, k, 0 | 
Pu Ih 0 |=|T"s, SsH, Ts |=| m, O4 m p' 

0. 0, ER T's, Ts, S"s-1 V, r, R+ ei 

y 0 

















wenn man sich einer üblichen Bezeichnungsweise der Determinanten bedient. 

Natürlich läfst sich die Gleichung (III.) auch ohne das Prinzip der 
lebendigen Kraft anzuwenden, aus den Differentialgleichungen (a) ableiten: 
man bedarf aber dann der im $.4 gegebenen Ausdrücke für die Gröfsen /,, 
M,.. N’, und aufserdem ist die Rechnung sehr beschwerlich. 


$. 6. 

Bei der grofsen Complication der Differentialgleichungen (a) wird man 
eine vollständige Lösung des Problems wohl nur unter besonders einfachen 
Vorausselzungen über den anfänglichen Zustand der flüssigen Masse erreichen 
können; wir werden uns daher im Folgenden nur noch mit solchen speciellen 
Fällen beschäftigen. Eine solche einfache Voraussetzung ist diejenige, dafs 
im Anfang der Bewegung sowohl hinsichtlich der Gestalt als auch des Be- 
wegungszustandes vollständige Symmetrie in Bezug auf eine bestimmte Axe 
Statt findet; es leuchtet nämlich ein, dafs dann dasselbe für die ganze Dauer 
der Bewegung gelten wird. Dazu ist zunächst erforderlich. dafs die Masse 
ursprünglich durch ein Rotationsellipsoid begrenzt wird, dafs also die Axe 
der Symmetrie eine der drei Hauptaxen des ursprünglichen Ellipsoides ist; wir 
wollen annehmen. es sei dies die Axe C, so dafs B=A ist. Denkt man sich 


ferner an jedem Punkte «a, 5, ce die Anfangsgeschwindigkeit, deren Componenten 
u (te 
A ) 
tee 


sind, nach Gröfse und Richtung construirt. so darf durch eine beliebige 
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Drehung Y des Coordinatensystems um die Axe der e Nichts geändert wer- 
den. d. h. wenn a, db resp. in «cosp—bsinp, asinp--bcosgy übergehen, 
ohne dafs e sich ändert, so mufs u in wcosp — vsing, v in using--vcosy 
übergehen, und ww ungeändert bleiben. wenn der Bewegungszusiand wirklich 
symmetrisch in Bezug auf die Axe der c sein soll. Dies giebt folgende 
Bedingungen: 


dn“ An! (dl dm" 
),= 0, (= MEER (m), Ö, ( =), ER 
dm! (dlN\, dl dın 
Fr = ER m; m), 1-72 
zu welchen in Folge der Incompressibilität noch 
dIN , /dm! dn! 
Gt ( dt oh = = 
kommt. Der Anfangszusiand der Bewegung wird daher durch Gleichungen 
von der Form 
u— ya-hb, v= —ha-gb, w= — 2ye | 
ausgedrückt. Die beiden ee in welche jede solche Bewegung 
zerlegbar ist, werden daher folgende Componenten haben: 
ne w, = — 2ye 
oh, = — Aha, ud, 
woraus sich ergiebt, wie sich erwarlen liefs, dafs die Theilchen der flüssigen 
Masse aufser einer Rotation um die Axe der Symmetrie, eine derselben 
parallele Bewegung — 2ge und eine auf ihr senkrechte gya°-+ b’ besitzen, 
deren Richtung durch die Axe selbst hindurch geht. 

Sind diese Bedingungen für den Anfangszustand erfüllt, so wird die- 
selbe Symmetrie auch für die ganze Dauer der Bewegung gelten; alle Theil- 
chen. welche ursprünglich eine symmelrische Lage in Bezug auf die Axe 
der e einnehmen, d. h. für welche #°--d’ und e constant sind, werden zu 


jeder spätern Zeit in derselben Beziehung stehen, so dafs wieder =’ -; y' 


und & für diese Theilchen dieselben Werthe besitzen. Diese Eigenschaften 
der linearen Funclionen x, y, & der ursprünglichen Coordinaten «, b, ce haben 
zur Folge, dafs stets 

wii et Fun it, 


n"—Ilı lU=—m 


sein muls, so dafs diese linearen Ausdrücke folgende Form annehmen: 


z=latmb, y= —-ma+lbh, z=nc 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft3. 27 








206 Dirichlet, Problem der Hydrodynamik. 


und offenbar sind die Bedingungen, welche hieraus für die anfänglichen Werthe 


de Ü d du! ‚ i s 
der Derivirten 7 7 Er Ir folgen, identisch mit den soeben aufee- 


stellten. Die Bedingung der Incompressibilität besteht in der Gleichung 
(-+m)n" = 1; 
und folglich erhält man durch Umkehrung der vorstehenden Gleichungen 


a— Inc — mn!y; b=emn"’c-+Wmy; c=—2. 


Die Gleichung des IE ENRNEN EN ist daher 


I ( 2’ + Y 34 Er A 1 


und die Componenten der Geschwindigkeit haben die Form 


. ı dm. An!" n dın AN. 
De DEE IS Eee EEE dt Zur 937 
er dın a yn dm. BL 1 du" 
BEN, dA T gt = "(I = ar ha 2n" dt Y> 
PrIEnt An! . IR... & ” 
N Du A 


wodurch wieder ausgedrückt wird, dafs Gestalt und Bewegungszustand zu 
jeder Zeit symmetrisch in Bezug auf die Axe der e oder x ist; besonders 


bemerken wollen wir noch, dafs 


„(1 5 m )— (F _ nn 


das Mafs für die augenblickliche Rotation um die Axe der 2 ist. 
Wir haben jetzt zu untersuchen, in welcher Weise unsere Hypothese 


über die Natur der Bewegung mit den Fundamentalgleichungen (a.) in Ueber- 
einstimmung zu bringen ist. Da in unserer Annahme das Potential V für 


einen innern Punkt durch die rue 
1/7 ds (— n"(2*-+y°) )= SZ ds a’+b? n"'?c? ) 
A’ n"s — gar, Es Artus O’n"Ls 
ausgedrückt wird, in welcher 
n! 's 
4 = (1+5 F)yV Hm 
ist, so erhält man für die Gröfsen Z, M, ... N’ folgende Werthe: 














'® ds 1 “ds n!"? 
baten To NE DIME 


L=0, M=0 N-0. 
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Hieraus folgt, dafs vier von den neun Differentialgleichungen (a.) durch unsere 


Hypothese identisch erfüllt sind, während die fünf übrigen sich auf die drei 
folgenden von einander wesentlich verschiedenen redueiren: 


„Oi d’m 26 d’n" 20 d’m di 
m u GT nee ARE: ine wre Y» u un SE en um 
ER TEE Ve 0. 


welche in Verbindung mit der schon vorher aufgestellten Bedingung der In- 
compressibilität zur Bestimmung der vier Funclionen /, m, rn’, o vollständig 
hinreichen, wie aus den in $.2. gegebenen Andeutungen erhellt. 

Nachdem so die Zulässigkeit unserer Hypothese nachgewiesen ist, 
schreiten wir zur vollständigen Lösung des entsprechenden Problems, indem 
wir dasselbe auf eine Quadratur zurückführen. Die letzte der drei vorstehen- 


den Differentialgleichungen hat das Integral (vergl. $.5. 1.) 


4 u; tt dt 


und hieraus ergiebt sich die Folgerung. dafs die Rotationsgeschwindigkeit 





dm dl dm 
— WW. 


0—=w,n' stels proportional der Länge der Rotationsaxe En” des Ellipsoides 
ist. Durch zweimalige Differentiation der Gleichung 


erhält man ferner 
di dm 1 du" „a dm din? /dm ’n" 1 rd? 
ar a Zur: dt? er Ela er +7) +) =-— nn"? dt? Ta\ dt ) 


quadrirt man die erste dieser beiden Gleichungen, und addirt dazu das Quadrat 








der vorstehenden Integralgleichung, so erhält man 


N = 


und hierdurch _ die zweite Gleichung in die POROR über: 








l 





AATBERR.x. = — on" Zi A 

u : tm dt u dt? 

Auf diese Weise gelingt es, die beiden Functionen / und »» vollständig zu 
eliminiren, und wir erhalten zur Bestimmung der Functionen nr”, o die beiden 
folgenden Differentialgleichungen: 


1 dd?" 3 dn! an 
ar ee Tr )- ” 


„rn 20 A_N 
— %L; n em iN, 








= 


in welchen die Gröfsen L, N nur noch von der Variabeln n’” abhängen. 


? ' 


der ° 


indem man die erste 
27 °* 


Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen 
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mit », die zweite mit multiplieirt und dann addirt, so erhält man nach 


1 
2n 9,2 
Substitution der Ausdrücke für L und N die Gleichung 

sa =), 


) 2m’! 1 
a7 = m EL 7 >) 2 m 
1 ! A? FRITZ | — Zen = ww. n 1 4 zz r7 








welche mit der im $.4. gegebenen übereinstimmt. Eliminirt man dagegen © 


2 
aus den beiden vorhergehenden Gleichungen, indem man die zweite mit "ri 
2 


’ u WR ' a a * 
die erste mil m multiplieirt, und dann subtrabirt, so erhält man die Dif- 


ferentialgleichung zweiter Ordnung 


2, ge\tn"  , A /dm" 2  sds A’— G’n’"’ 
9. Tv Ü vo Kr = en N 2 7 "2,12 9 
an? | dt „N dt In" (A’+n"s)(O’n"”’+s) 


0 





de An" u. ) ) ) u 
multiplieirt man dieselbe mit ——-., so lälst sich eine Integralion ausführen. 


dt 
deren Resultat 


.; dn''? m Mi: 
er R3 2 3 1 As nr 
(Sr re NT) 24’w?n” — Const. — 4en 7 


olfenbar nichts Anderes ist, als das durch das Prineip der lebendigen Kralı 


gegebene Integral. 


” 


Um nun diese Gleichungen, durch welche das Problem in der That 
auf Quadraluren zurückgeführt ist, bequem disceutiren zu können, ist es zweck- 
mäfsig. das Verhältnifs 

Ca" N - 


| \ Zr =— n' 0 








= I— 
yA’C 
der Rotalionsaxe En” des Ellipsoides zu dem Radius I = Vi 4°C der Kugel, 
deren Volumen dem des Ellipsoides gleich ist, als neue Variabele einzuführen. 
Ferner wollen wir 
pe = ——— Zn" — 
V2ert V?2en & 
selzen. Ersetzt man endlich die Integrationsvariabele s durch D’s, und führt 
zur Abkürzung folgende Bezeichnung ein: 


le) uf‘ . > — f'(a) uf AM. ii 











' d+as)] (14%) e Atasty(143) 


so nehmen die drei zuletzt erhaltenen Gleichungen folgende Formen an: 


N HEERES TEE URE N OOCNISGERLEUEINE: SGHHPSERRISOHGE. Wer: CERNHIRRENELEN DEREN REFNIHREE.IE TE TERUUREL, 
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1 ! 
+) = lan ll @)+: =) =, 


(b) 2(2- I u) — see - Ben | 9 —f’(a) = 


x 
ze 


(2 4 =.) )- 4 Sen & a—f (@); Ki SenK, 


i . da R 
wo K eine Constante bezeichnet, deren Werth von o,, %,. (7) abhängt. 


Für die Discussion selbst ist es nothwendig einige zum Theil schon bekannte 
Eigenschaften der Function f(«) vorauszuschicken. Durch wirkliche Aus- 
rechnung des bestimmten Integrals erhält man 


2 A 
f(e) = p arclang V\=-%): 
1) i 


N a (1) 
/ 1 log / EN” 
« (1) 1-1) 


je nachdem @<{1 oder e>1 ist; für © —=1 nehmen beide Formen den- 
selben Werth /(1)=2 an; wird « unendlich klein oder unendlich grols, so 
wird f(e) unendlich klein; und aus dem obigen Ausdruck für f’(«) geht 
hervor, dafs f(@) ein und nur ein Maximum f(1)—2 hat. Ist daher » irgend 
ein zwischen O und 2 liegender Werth, so hat die Gleichung f(«)=p zwei 
Wurzeln, von denen eine unter, die andere über der Einheit liegt. Ferner 





oder 











f\e) = 


überzeugt man sich leicht, dafs, wenn « von O bis 1 wächst, die Funetion 
f'(«) beständig von —-x bis O0 abnimmt und dann für @«>>1 negativ wird, 
so dafs, wenn g irgend ein positiver Werth ist, die Gleichung f’(«) —=y stets 
eine und nur eine Wurzel hat, und zwar liegt dieselbe unter der Einheit. 
Endlich ist aus den früheren Untersuchungen über die gleichförmige Rotation 
einer flüssigen Masse bekannt, dafs die Function «’f’(«) ein Maximum 


— 0,2246... hat. 


6: 7. 


Betrachten wir nun zunächst denjenigen speciellen Fall, in welchem 
ursprünglich, und folglich auch während der ganzen Bewegung keine Rotation 
Statt findet, also 


9 = 0 
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ist. Nehmen wir aufserdem vorläufig noch an *), dafs ursprünglich gar keine 
Geschwindigkeit vorhanden, also auch 
da 
—) ni 
dt/o 


ist. so haben wir die Gleichungen 


da 


n72 (Rat =) = = In a dt 
(et 2a - u A 
(2+ 5 — Ben{flo)— f(o)}. 


Aus der letzten derselben folgt, dafs während der ganzen Bewegung f(«)—f(«, 
sein mufs; ist daher ursprünglich «,=1, d. h. ist die ursprüngliche Gestalt 
der ruhenden flüssigen Masse eine Kugel, so folgt, dafs stets = u, 1 
bleiben mufs. Nehmen wir dagegen an, dals « <1, dafs also die ursprüng- 
liche Gestalt ein abgeplattetes Sphäroid ist, so ergiebt sich, dals während der 
sanzen Bewegung Ze «a, sein muls, wo «, die zweite Wurzel der 
Gleichung f(e@) = f(«,) bedeutet, von der wir wissen, dafs sie über der Ein- 
heit liegt. In der That wird nun « alle Werthe des Intervalls von «, bis o,. 
und wieder zurück von «, bis «, periodisch, und jedesmal nach Verlauf der- 


selben Zeit 
4 


1 Na V, 
mu Fre? &,) 


durchlaufen; man überzeugt sich FR sogleich, wenn man bedenkt, dals 








ui = 





de ’ . 2 i 
—— nur dann sein Zeichen ändern kann, wenn &=«, oder = e, ist, und dafs 


di 
1%a 
dt“ 
und wenn man ferner berücksichtigt, dafs der vorstehende Werth von 7 endlich 
ist. da an den Grenzen des bestimmten Integrals die Function fe) — f(«,) 
von derselben Ordnung unendlich klein wird, wie © — «, oder e—c,. Die 
Bewegung besteht also aus isochronen Schwingungen, in welchen die Flüssig- | 
keit durch die Kugelgestalt hindurchgehend abwechselnd die Form eines ver- 
längerten und die eines abgeplatteten Ellipsoids annimmt. Natürlich würde 


im ersten Falle einen positiven, im zweiten einen negaliven Werth hat, 








®) Das Resultat der Untersuchung für diesen Fall ist von Dirichlet in der vor- 
läufigen Anzeige der Abhandlung vollständig ausgesprochen. 
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die Bewegung genau dieselbe sein, wenn das Sphäroid ursprünglich ein ver- 
längerles wäre; es würde dann nur «, mit «, zu verltauschen sein. 


Der Charakter der Bewegung bleibt auch dann noch derselbe, wenn 
das Sphäroid seine Bewegung nicht aus der Ruhe beginnt, wenn nur die 
Anfangsgeschwindigkeit in Bezug auf die Anfangsgestalt unterhalb einer ge- 
wissen Grenze liegt, welche durch die Bedingung 


(2 +), < 8enf(o,) 
bestimmt wird. Ist dagegen diese Bedingung nicht erfüllt, also 
1 dan" __ r 
(2 4 =) (7) — Benf(a,), 


da ß . ® ' ; 
so kann r nach Verlauf einer endlichen Zeit niemals verschwinden; denn 


bezeichnet Ak eine nicht negative Conslante, so wird das Integral 
[etz 
Seel zer 


mit unendlich wachsendem «, u das Integral 


) ah 





1 
"de Vaud ua 
Sen « fa)+k 


r i r ! 
mit unendlich abnehmendem « über alle Grenzen wachsen. Ist daher (7) 


positiv, so wird T stets positiv bleiben und sich unbegrenzt dem Werth 








e, 1 da \* 
(14 zu) 1), del (©) 
nähern, während « mit 2 unbegrenzt wächst; das Ellipsoid er sich also 


unbegrenzt verlängern. Ist dagegen (7) negativ, so wird — stets negativ 


7 
bleiben und dem absoluten Werth nach mit « unbegrenzt abnehmen, während 
! über alle Grenzen wächst; das Ellipsoid wird sich daher unbegrenzt abplatten. 


In allen diesen Fällen wird aber die Function o niemals negative Werthe 
annehmen, so dafs diese Bewegungen ohne Annahme eines äufsern Druckes 
physisch möglich sind. 
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S. 8. 


Wir wollen jetzt zu dem Fall übergehen, in welchem go, von Null 
verschieden ist, also während der ganzen Bewegung Rotalion Statt findet. 
Zufolge der am Ende des $.6. angeführten Eigenschaften der Function /(«) 


und ihrer Derivirten f’(@) giebt es stets einen und nur einen Werth d, welcher 


der Gleichung 


ro) % 


0 


oenüet. und zwar ist O<d<<1. Betrachten wir nun die Funclion 


y(e) = f(d)a— fe), 
so ergiebt sich.leicht, dafs w(o)=0 und dafs w(«), wenn « von OÖ bis 0 
wächst. beständig abnimmt, also negativ wird und für @—0 den kleinsten 
Werth w(d) erreicht, der also ebenfalls negativ ist; wächst dann « weiler. 
so wächst auch w(«) und zwar mit «& über alle Grenzen. Die Gleichungen 
der Bewegung nehmen nun die folgenden Formen an: 


‘ | 1 of 1 / 
7 (20-15) — 2en(1 — f’ (0) aR) + H-— =) 


oa, 1\ de 3 (daN® | TR Ä 
2(2 + =) TR — Zr + 8Senw (a) — 0 


(2+4)(E) +8enyp(e) = Senly (a) 4A]. 


in denen zur Per NE 


= —f' (0) ER f (a) = = w' (a): (2- —- A) —— Serk 


gesetzt ist. Hieraus geht zunächst hervor. dafs für die ganze Dauer der 





Bewegung 

v(e) Zw(a)+k 
und folglich & stets unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze liegen muls: 
das Vorhandensein auch der geringsten anfänglichen Rotationsbewegung ver- 
hindert also eine unbegrenzte Verlängerung des Sphäroides. 

Da ferner w(d)) der algebraisch kleinste Werth der Function w(«) ist, 
so haben wir je nach dem Werth der Constante w(a,)-+-%A nur drei Fälle 
zu unterscheiden. 

(1) yva)+k = w(O). 


Dies ist, da % nicht negativ sein kann, nur dann möglich, wenn k==0, 


e A: ra 
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und Ou, — Ö, also 


(7) = 0 und = eif'(e,), also ,<1 
ist; in diesem Falle mufs « constant —=«,, bleiben, so dafs die Bewegung 
in einer gleichförmigen Rotation eines abgeplatteten Sphäroides von unver- 
änderlicher Gestalt um die kleine Axe besteht, was der zuerst von Maclaurin 
behandelte Fall ist. Bekanntlich ist erforderlich, dafs der Werth von oe; 
einen bestimmten numerischen Werth 0,2246 .. nicht übersteigt; für jeden 
unterhalb dieser Grenze liegenden Werth von o; existiren zwei verschiedene 
entsprechende Sphäroide, die identisch werden, wenn 9, diesen Grenzwerth 
selbst erreicht. Ferner leuchtet ein, dafs die Gröfse o dann einen unver- 
änderlichen positiven Werth hat, dafs also die Bewegung wieder ohne einen 
äufseren Druck physisch möglich ist. Endlich ergiebt sich auch umgekehrt, 


dafs « nur unter den Bedingungen dieses Falles constant sein kann. 
2) v0) <vln)+k<O. 
Dieser Fall ist, da 4 nicht negativ sein kann, nur dann möglich, wenn 


<< f(&) 
de j FRE 
und aufserdem der absolute Werth von (7) eine von @, und «, abhängige 
0 


Grenze nicht übersteigt. Die Gleichung w(e) = w(a,)+% hat dann zwei 
bestimmte Wurzeln @ und @’>e«', und zwar ist O<Z«’<Z0. Hieraus folgt, 
dafs « stets zwischen den beiden Grenzen «' nnd «” liegen mufs, und in 
der That wird & abwechselnd diese beiden Grenzwerthe. stets nach Verlauf 


derselben Zeit 
1 
| a5 
Z— Oo — da VW 
ul k+w(a,)—w(e) 


af 


erreichen; die Rotationsgeschwindigkeit ist bei dem Minimumwerth « zu 
klein, bei dem Maximumwerth «" zu grofs, als dafs die flüssige Masse ihre 
augenblickliche Gestalt beibehalten könnte. Auch ist zu bemerken, dafs, wenn 
die Rotationsgeschwindigkeit im Augenblicke der gröfsten Verlängerung des 
Sphäroides einen gewissen Werth übersteigt, diese Bewegung nur unter der 
Wirkung eines hinreichend starken äufseren Druckes physisch möglich ist. 


3) voa)+k—0. 
In diesem Falle hat die Gleichung w(e)—=w(a,)+k eine einzige 
Wurzel, und es wird daher entweder von vornherein, oder wenigstens nach 
Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 3. 28 
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Ablauf einer endlichen Zeit das Sphäroid anfangen, sich immer mehr und 
ohne Grenzen abzuplatien. Auch hier gilt die eben gemachte Bemerkung 
über die physische Möglichkeit der Bewegung. 


$. 9. 

Die soeben behandelten Fälle bieten die Eigenthümlichkeit dar, dafs in 
ihnen die Werthe der drei in $.4. mit P', Q', E& bezeichneten Verbindungen 
während der ganzen Dauer der Bewegung verschwinden. Es erschien nun 
der Mühe werth zu untersuchen, ob aufser den genannten Fällen noch andere 
möglich sind, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Durch eine sorgfältige 
Analyse ergab sich, dafs noch zwei andere solche Bewegungen mit den 
Fundamentalgleichungen (a) in Uebereinstimmung gebracht werden können. 
Die erste derselben wird durch die Gleichungen 











ze, ya, sung Rn; 
‚dal - 7 ‚ d’m! “ds m"? 

U — Br -2uf 7 Br 3 2 am 2 _— mn? | PFE > 2 12 ” 
a” T ww ae de =p I B’m"+s‘ 
d’n! n''? 

n" ; un — 28 1/7 zn? 
di I Curt: 


ausgedrückt, in denen zur RT 


— /(14 3) (14 JE r Hm) 


gesetzt ist *); allein hier reicht das von dem Prinzip der lebendigen Krafı 





herrührende Integral nicht aus, um das Problem auf Quadraluren zurück- 
zuführen. 

Der zweite Fall, welcher sich bei der Untersuchung auf eine eigen- 
thümliche Weise von den übrigen absondert, giebt das schöne von Jacobi 
gefundene Resultat, dafs ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Axen A, B, C der 
Bedingung 


Mira] ze NH 


Deore are 


genügen, um die kleinste Axe Ü mit constanter Winkelgeschwindigkeit, 
deren Quadrat 

















*) Diese Gleichungen finden sich an verschiedenen Stellen, aber ohne weitere 
Discussion, in den von Diriehlet hinterlassenen Papieren. 
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. Zen ” sds 





ist. rotiren kann. so dafs 
r —= acoskt+bsinkl, y= —asinkt-+beoskl, z= 
die Gleichungen der Bewegung sind. 


Aus dieser Untersuchung ergiebt sich also auch das Resultat, dafs ein 
flüssiges homogenes Ellipsoid. dessen Elemente sich gegenseitig nach dem 
Newtonschen Gesetze anziehen. nur dann wie ein fester Körper um seinen 
Schwerpunkt rotiren kann. wenn die Bewegung um eine feste, mil einer 
der Hanptaxen des Ellipsoides zusammenfallende Axe geschieht. was der von 
Maclaurin und Jacob? untersuchte Fall ist *):;: offenbar nämlich würden 
aufser den Gleichungen P'=0. 0" —=0, R’=0 noch die Bedingungen 


P=1. 0—=1. fk=1 zu erfüllen sein, wodurch die übrigen. aufser den 





beiden soeben erwähnten. Fälle ausgeschlossen werden. 


B»1/ 


Die geometrische Bedeutung der Gleichungen P=0, G—=0. Ar 0 
besteht darin, dafs diejenigen Elemente der flüssigen Masse. welche anfänglich 
auf den drei Coordinatenaxen, also auf den Hauptaxen liegen, auch während 
der ganzen Bewegung drei zu einander senkrechte Gerade erfüllen: da nun 
andererseils aus der linearen Natur der Ausdrücke für #, y, z erhellt. dafs 
solche Theilchen der flüssigen Masse, welche ursprünglich in drei conjugirten 
Durchmessern liegen, dieselbe Eigenschaft steis beibehalten, so ist der eigen!- 
liche Sinn der erwähnten drei Gleichungen der, dafs die drei Hauplaxen des 
Ellipsoides stets von denselben Elementen der flüssigen Masse gebildet werden. 
Es lag nun nahe. eine verwandte Hypothese zu machen, die nämlich, dafs 
die Richtungen der drei Hauptaxen stets unverändert bleiben: bedient man 
sich der in $. 4. eingeführten Bezeichnungen, so wird diese Forderung durch 
die drei Gleichungen T=0, T'—=0, T"’=-0 ausgedrückt und sie ist offen- 
bar sowohl in dem ersten der beiden in diesem $. erwähnten Fälle. als auch 
in demjenigen erfüllt. welcher vorher (in $.6—8.) ausführlich behandelt ist: 
aufserdem ergab aber die Durchführung dieser Hypothese noch einen dritten 
Fall. welcher ein schönes Seitenstück zu dem soeben angeführten von Jacob? 
herrührenden Salze bildet und sich auf folgende Weise aussprechen läfst: 





*) Diese Bemerkung ist fast wörtlich einem Briefe Divichlets an Herın Aronccher 
eninommen. 
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Ein jedes dreiaxige Ellipsoid, welches dem Satze von Jacob: genügt. 
kann auch seine äufsere Gestalt und Lage unverändert beibehalten, wenn 
eine innere Bewegung der Elemente Statt findet, die durch die Gleichungen 


A. DB. 
v0 = acoskt + b sin kt, y= -aZzsinkt--bcoskt, s—c 


ausgedrückt wird, in denen die Cönstante Ak die frühere Bedeutung hat; jedes 
Theilchen beschreibt eine Ellipse, deren Gleichungen 


Eu y’ RE 5 
Fe Aue u SE das: 








sind, und zwar in derselben Weise, wie wenn es isolirt wäre und gegen 
den Mittelpunkt seiner Bahn durch eine der Entfernung proportionale Kraft 
angezogen würde, deren Mafs für die Einheit der Entfernung = 4° ist. 








B5 


cr 
$.; 
# 
Rn 
= 
er. 
2 
x 
I: 
5 
®, 
Er 








Zusatz zu der vorstehenden Abhandlung. 
(Von Herrn Dedekind zu Zürich.) 





B:i dem gegenwärligen neuen Abdruck der Dirichletschen Abhand- 
lung erschien es mir zweckmälsig, zu den im $.9 aufgestellten Sätzen die 
Rechnungen nachzuliefern, welche ich in die Abhandlung selbst nicht auf- 
nehmen zu dürfen glaubte; es ist mir bei dieser erneuerien Beschäftigung 
mit dem Gegenstande gelungen, einen neuen allgemeinen Satz zu finden. wel- 
cher eine eigenthümliche Reeciprocität zwischen je zwei zusammengehörigen 
Bewegungen eines und desselben flüssigen Ellipsoides ausspricht, und als spe- 
ciellen Fall die Beziehung enthält, welche zwischen der Rotation eines Jacobi- 
schen ungleichaxigen Ellipsoides und der von mir aufgefundenen Bewegung 
desselben Ellipsoides Statt findet. 


gr 
Wir beschäftigen uns zunächst mit der Untersuchung desjenigen Falles. 
in welchem während der ganzen Dauer der Bewegung die Relationen 
P' — mn + m'n’-- mn — 0, 
(1.) O—=nl +nl! -—n’" —0, 
R'— Im + lm‘ 4 l’m" — 0 
Statt finden, deren geomelrische Bedeulung, wie im $.9 der Abhandlung be- 
merkt ist, darin besteht, dafs die Hauptaxen des Ellipsoides stets von den- 
selben Elementen der flüssigen Masse gebildet werden. Bezeichnet man. wie 
ich es in 8.4 der Abhandlung gethan habe, die Verbindungen 
? +7 +1” mit P, 
m’ -- an” + m” mit Q, 
nn" n"” mit A, 
so ergiebt sich aus der Hypothese (1.) folgendes System von Relationen: 
un Fam, Fa, 
(2.) m— Qu, m— Qu, m’—= Qu, 
n=KM, n'=KR, n"—=Kv". 
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Es leuchtet ein, dafs die neun Gröfsen 











l l pP 
YP’ yP’ pP’ 
m m' m" 
v0’ v0' yO' 
n n' n"' 
vR’ yR’ yR 


die Coeflicienten einer orthogonalen Coordinalen - Transformation bilden, und 
es ist 
POR — 
Setzt man daher 
zyP = Ir +ly -Uz, 


rYy0= ei m'z, 





zyR = nr 4+ny-+n'"z, 








/ 


so sind a, y, 2 die Coordinaten eines Punktes in Bezug auf ein neues 
rechtwinkliges Coordinatensystem,. dessen Coordinaten in Bezug auf das ur- 
sprüngliche x, y, x sind. Da nun die mit der Zeit veränderlichen Coor- 
dinaten , y, 2 eines flüssigen Elementes von den anfänglichen Coordinaten 
a, b, ce desselben Elementes in folgender Weise abhängen: 









































v — la +mb Inc, 
y=la-tmb-ne, 
z — l"a-m"b-4n"e, 





so sind 





a u ayP, y' = byYQ, MT; yR 
die Coordinaten desselben Elementes zur Zeit / in Bezug auf das neue mit der 
Zeit veränderliche System, und die Gleichung der Oberfläche des Ellipsoides wird 


‚12 I? 





























arrteater I 





woraus die oben angegebene geometrische Bedeutung unserer Hypothese (1.) 
unmittelbar hervorgeht. Aber es ergiebt sich auch der Werth des Potentiales 
im Elemente (z’,y',2’) oder (a,b,ec) zur Zeit F: 


PWWF ds y” zr? 
der af: Fir 4’ Per BB OF+s RL) 


" if" Mel: Po’. be u Dig ) 
we A’P+s  B’O+s TR+S/’ 
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also ; Ri . 
'* ds mu. '* ds ( h ’® ds k 
af 4 "A’P+>’ N=aj A BO+s’ 4 C:’R+s’ 
L' = VÖ, M' u 0, N’ u 0. 
worin 
| $ s aE,8 
BR ya T tt) T CR) 

ist. Dieselben Werthe ergeben sich auch aus den Formeln des $.4 der Ab- 


handlung; doch schien es mir zweckmäfsig, dieselben für unsern Fall direct 


abzuleiten. 
$. 2. 
Nach diesen unmittelbaren Folgerungen aus der Hypolhese gehen wir 
zu der Untersuchung über, wann dieselbe mit den Differentialgleichungen (a) 
im 8.1 der Abhandlung in Uebereinstimmung ist. Durch eine erste Differen- 
tiation erhalten wir in Verbindung mit den Integralgleichungen (1.) (in $.5 


der Abh.) folgende Gleichungen: 


dn dn' R I 2 dın ‚dm! = u Sn 

m tm rm! =4; BTW . + mn! — = — al: 

dl 7 = dn ‚dn' “A 
(3.) ar 7 2 ih n""— = = 18; Il —— "7 + ie — ry l er; = — 0, 
„im z = kn di di! = ae 

Er he er u 5 Far Te a 


also für den Anfangszustand der Bewegung die Relationen 
dn' dm! di" dn dm ae} ne 
(ar a ni #) U G * ne (), A Er 
Da ferner 
ua N’ 0 
ist, so ergiebt die folgende Differentialion 


dm dn . ' du! _ dm! dn!! 
dt dt A dt dt dt 


dn dl dn' dl dn" dl" 
(4.) dt dt 7 dt dt |! dt dt 0, 


dl = dl! dm! dl! dm!" 
di rt er um 


Hieraus folgen für den Anlngeeui der Bewegung die Relationen 


lee 








— (0, 
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also auch 
DSH CH + CE)E + WR — 
d. h. 
BE—=0, [A=I, AB —I0. 


Es ist daher entweder 


oder z. B. 


KR u =). 


In beiden Fällen entnimmt man aus den Gleichungen (3.) 


ee 
dt 

‚an WELL ws: 

A er er 


so dafs, mit Rücksicht auf die Gleichungen (2.) 


„ 


dn : dn’: dn’ — v:v':v' — n:n:n" 


n' 


2 
w"’ m 
5.) n—=0, N"=0 
ist. Hieraus ergiebt sich sogleich in Verbindung mit P'=0, Q'—0, dafs auch 
6.) "0, "0 
sein mufs. Die Forderungen der Hypothese (1.) und die daraus abgeleiteten 

Folgerungen (3.) und (4.) reduciren sich daher auf die Gleichungen 


ist, woraus folgt, dafs die Verhältnisse constant und folglich 


w" en dm ‚dm ,x. ddm , dldm 
R'— Im+-lm—=0; I— 2 +1 ru A 35 eo; ne 
Man setze deshalb 
"—hl, m—= — hm, 


worin 4 eine neue Function bezeichnet, deren Anfangswerth —=0 ist; durch 
Einführung dieser beiden Ausdrücke für 7, a in die zuletzt aufgestellten 
Gleichungen erhält man 
i ‚di\dh 

=—»%0; u an A un 0. 
Es ist daher BEE 


20, h=0, !—=0, m—=0, C=(0, 


z—=la, y=mb, z=n"c 


























7 





RETTET 
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oder, wenn E von Null verschieden, 


dm! ‚di ‚ 
— — nn / 4 —— 
= m, Mm m m, 
—la-nb, y=—ma+lb, zn. 


Der erste dieser beiden Fälle stimmt mit dem zu Anfang des $.9 der ‘"Ab- 
handlung angeführten überein; bezeichnet man die Axen Al, Bm’, Un’ mit 
@, 9; 7; 5o hat man zur Bestimmung derselben und der Function o die 











Gleichungen 
Lk: = > 6 ds a? "BR in } :& ds ß? 
a — Kan, Tan: Pr _—. 1 
dy v0D e 2 
worin 





Y(14 (1 7 #14 7) 


Im zweiten Fall redueiren sich die Gleichungen (a) ($.1 der Abh.) 


ist. 


auf die folgenden fünf: 


d’! dm 2 "/ 7 
a ee | =F he Fe Fir ArLnn;’ 








2 } 2 2 l: 

Rn. 2 u nf nF. FRE 2 

di? ! di B J 4 B’+n"s’ 
„du 20 Yen "# ds n'? 

ı en ö 7 TER 9 

dt Ü I 4 Gn’+s 

d’m ad?! 

Ir — ei nn 0. 


P+m)n"—=1, 


I — Ya+% 4 ERtt (14 Chr m) 


Wenn nun A=B ist, so sind die beiden ersten dieser Gleichungen unter 


worin 





einander identisch, und man erhält den in $$.6—5 der Abhandlung unter- 
suchten Fall. Ist dagegen B von A verschieden, so ergiebt die genauere 
Untersuchung, wie sie sogleich angedeutet werden soll, dafs diesen fünf zur 
Bestimmung der vier Functionen /, m, n”, o dienenden Gleichungen nur durch 
ein constantes 
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(renüge geschieht. Es folgt dann 


af 1 5: 1 
= & = ET 











(14 IC 1) ” 14. C? 
„a Ä mir 7 2er 3 s 60 }. 
re Zu 5 Fe s net 
(HzNtt Zr 
d’m d’l R 2 
em m == 0; "+n—=1, 


worin 








- AH 


Damit die drei letzten Gleichungen mit einander harmoniren, ist erforderlich, dafs 


dl 2 d’m . 
dus — kl, km, 


Be coskt-- (2), > (7) sin kt 








ist; aus + m°—=1, folgt endlich 


dl dm 
7% F)=% 


= coskt, m=sinkt, 
worin A zweideulig ist. Dies ist der Satz von Jucob:. 

Dals wirklich in diesem Falle x” constant sein mufs, ergiebt sich auf 
folgendem Wege, dessen nähere Ausführung hier aber zu viel Raum ein- 
nehmen würde. Die beiden ersten der fünf Gleichungen geben o und 
j‘  . dm 


dt? 7“ di? 


Gleichungen und verfährt wie in $.6 der Abhandlung, so kann man / und m 





ausgedrückt durch rn”; verbindet man hiermit die beiden letzten 


vollständig eliminiren, und man erhält folgende Differentialgleichung zweiter 





Ordnung 

















1 1’ dn!" Aw zug ds ns 
u Gr ea) te = af, 7 (AtfnisBitns)’ 


0 


welche nun noch mit der dritten jener fünf Gleichungen 


Be" =] 2 4? B® . ” ds n"? 
di? " / 4 A’+n"s B’+n"s 4 CO’n”+s 


0 















harmoniren mufs. Allein aus der Combination dieser beiden Gleichungen leitet 
dn" d’n" 


dt ’ dt? 








man eine von befreite Gleichung ab, von welcher man nachweisen 








BREI LE ae ERBE. i a ne 
£ RTL WEN LEE - i ß % 
. s 21 rer" BP ? £ or 





ER 
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kann, dafs sie für kein noch so kleines an n’—1 angrenzendes Intervall von 
Werthen eine Identität in Bezug auf n” sein kann, wie auch die Integrations- 
constanten und die Axen A, B, Ü beschaffen sein mögen. Woraus folgt, dafs 


„ 


n"’ eonstant sein mulfs. 


S. 3. 


Statt nun die zweite Hypothese, welche darin besteht. dafs während 
der ganzen Dauer der Bewegung die Relationen 

















Pr rıyıl Mm v'y!' 
T= 7? 7 r y Ali 0, 

a2 vv 
T' — +4 0 
A? s 

s Au vy' 
qui _ Si 4 u, 4 Fr >= 0 


Statt finden, in ähnlicher Weise zu behandeln, wie die soeben untersuchte, 
ziehe ich es vor, einen allgemeinen Satz zu beweisen, vermöge dessen diese 
Discussion sogleich auf die vorhergehende zurückgeführt werden kann. Frei- 
lich ist die Umformung der Differentialgleichungen (a) ($: 1 der"Abh.). welche 
zu diesem Resultat führt, etwas umständlich, allein es ist mir bis jetzt nicht 
geglückt,. dasselbe auf einem kürzeren Wege zu erreichen. 

Durch die zu Anfang des $.2 der Abhandlung angedeutete Auflösung 
der neun Differentialgleichungen erhält man z. B. 








d’l 20 
m TE — 1 — 2e(LA+N u+M'rv), 
d’m nat 20 Ir 'y) 
(7.) en pp 2: (N 44 Mu-+ L'v). 
2 
Te sea ar — 2: (Mi - L’u--Nv), 


und hieraus ergeben sich die sechs andern zweiten Derivirten durch gleich- 
zeitige Accentuation der Buchstaben /, »n, n, 4, u, v. Selizen wir ferner zur 
Abkürzung 





| 


ref 5. 


( » B“ 


Py- ») Ds) 2 
‚ sds " / s’ds 
K'=-nJ/ —:; K'=n i 
f ‚I? J 2? ' 


0 


{ zZ. OR—P" 
K + 





so ist zufolge $.4 der Abhandlung: 
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ia OR—P'" „,., pP 
ee: Bier ed; m 


MR. os 0" x 
m Kt ug 





rn 
K', 


— RK", 








iR. u R'* K' R „ 
0 A A’B°’C ek, 


OR—P'P .- i 
gr Kt ak". 


R'P'—-0'0 \ 
ELF, K'+ gpa:K”, 

PO—RR,.,, R gr 
"ge Kipa 











Hieraus findet man 
nasicir ZZ u; Me; ee 
1.4 -1 N u - M'v —— m Ku pi (SA -+- Ti + T'w' + RO: 
K K' K" m 


rk 7; (Su + T"’W+T'’u”) + FÜr’ 


N?i+Mu-+Lv = Ta 


1 „ 
Mıi- Lu + N = mr — (Sr . qr v’+ T'v") + ap 


Multiplieirt man daher die Gleichungen (7.) der Reihe nach einmal mit 41, 
B’m, C’n; dann mit Al, Bun’, C”’n’; endlich mit 4°’, Bm”, C?n’ und 
addirt jedesmal, so erhält man die folgenden Gleichungen: 


2] 2 
A? Zt B?n ‚d ı tl — 20 —2:| K— SK'+(S'S"— T?) K"}, 


2] 2 2 
8) art Bm rom T= — 2 TIÄIHTT-TISYEr, 


u dt? 


an + Bin! Er + = —%{— T'K'+T"T—T SNK"). 
Es wird nicht nöthig sein, die sechs anderen Gleichungen, welche man durch 
Accentuation (die jedoch nicht auf K, K’, K" auszudehnen ist) aus diesen 
erhält, ebenfalls hieher zu setzen; doch bemerke ich, dafs aus den drei Paaren 
dieser Gleichungen, auf deren rechter Seite o fehlt, sogleich die drei Integral- 
gleichungen (11.) ($.5 der Abh.) folgen, welche von dem Princip der Flächen 
herrühren. Die Gleichungen (8.) führen nun zum Beweise eines neuen Satzes 
über das Dirichletsche Problem. Zu dem Zweck führe ich folgende neun 
Functionen der Zeit ein: 












u Pain ee 


RR 





a i 
Be 0 ER ARE Kesef 
BEINEN FT EB 


re a Me a en ' a a a ar ae 
NR LE IT SEE ae IE e 5: 


Dedekind, Zusatz zu ‚‚Dirichlet, Problem der Hydrodynamik”. 225 


- 2 A m. 
B ' RT, 
l, = 7m; mw—=m; n—=nm; 
5 Ü + E I 
=-n m= on; mn =n"; 


A b 
und übertrage jede früher zur Abkürzung eingeführte Bezeichnung durch An- 
hängung des Index 1 auf die Verbindungen, welche in derselben Weise von 


diesen neuen Funclionen abhängen, so dafs z. B. 
P, — R+1P 41° 


I 
ist. Dann ergiebt sich 


P,=BCs’s'—-T’);, P=4BC(T'T"—Ts), 
‚= 02(8"8- 7”); ‘= BCAT"T—-T'S'): 
R=4B(SS'’-T”),;, R=C’4B(TT'—-T"S"): 
ferner 
0R—-P?—-4S; O,\R\-P,P,—= BCT; 
RP—-Q0’=BS; RP,—-0,0,= CAT; 
P,O,—-R’—=0?8'"; PO — R\LR,— ABT". 


Da ferner umgekehrt 
A 


A ! A 
# 7*% m = zz; n = ch: 
U B & ’ N a ! B ! . 
= qm; m = m,: n = TG " > 
C ( 
l— Tilk m’ =z ss nn 


ist, so folgt unmittelbar, dafs auch 
P=B’UÜU(SS|; —T)),;, P'=4ABCTT, —T,S,): 
eic. 
und 
OR—-P"—=4S; (0OR—-P'P=BCT,; 
etc. 


ist. Nun war früher 


P 0 R ! n 2 „ 2 ! 2 
+ ap te = SS'-T4S"S-T?+SS'—-T"; 





B°’C? 
zufolge der vorstehenden Relationen ist dieser Ausdruck aber auch gleich dem 
folgenden: 
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SH -T4SS- V+SS-T? —- guten 
und ebenso ergiebt sich 














OR— P'" RP -— 0" PO— R" a 
Ber u a ik 
0, R—P)’ R,P—0? , PO —R’ u . u 
7: + TE + > — Ss, + S, + I, 
folglich 
I, min A, 


K=K K=K, KÄ=Kk' 
und daher 
K 


0, R,— P'’ P 

















- 7 Kt gm Ki 
= 4-4 STK 

eic 

= gr Kt 
ge er 

elc. 


Hieraus folgt nun endlich, dafs die Gleichungen (8.) sich folgendermafsen 
schreiben lassen: 


dl AU ya 20 
et et = Fri, 
dl AU, „am R 
Met Mh er  —— no 2EN,. 
dl, ,dU „a | 
nt nt n, ur Tu _— ei 2:M,. 


eic. 
Da nun aufserdem 
Z+tlhımn = Z+lmn' —1. 
so ergiebt sich durch Vergleichung mit den Gleichungen (a) ($.1 der Abh.) 
folgendes Theorem: 
Einer jeden durch die Gleichungen 


x = la +mb Inc, 
y=la+mbAne, 
z = l!’a+m"b-In"c 


ausgedrückten Bewegung eines flüssigen Ellipsoides, dessen anfängliche 
Oberfläche die Gleichung 








N 
ER ER 


er 


DR babe a la la a a a rn 

BT: NP ? 
ET RE EI TEN 
ar a BE war 





BT? ned enge zn 
RE MIEN ENDEN DE 
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a’ 0° e* 
atpTaA nm! 
hat, entspricht durch Abänderung des anfänglichen Bewegunyszustandes 
eine zwetile durch die Gleichungen 


= dat Fr +", 


B B 
Yı = m -H m'b + g m' c, 


© h 7 
2, — na + . nb+ n"e 


ausgedrückte Beweyuny desselben KEllipsoides. 
Ueber diesen Satz mögen hier nur folgende allgemeine Bemerkungen 


noch Platz finden. Die zweite Bewegung unlerscheidet sich von der ersten 


dadurch, dafs an die Stelle von 
dm d uU (2 u" / dm" N 
m an m m MM 
die _ 
U 1/d!" b d B (dm! 1 I 
en en, 


dt di 
Die beiden anfänglich coineidirenden Ellipsoide sind auch zu jeder 


da IJ=4 ist. Je zwei anfänglich zu- 


A 


irelen. 
späteren Zeit einander congruent, 
sammenfallende Theilchen erleiden in beiden Bewegungen zu derselben Zeil 
auch denselben Druck, da für beide Bewegungen o dieselbe Bedeutung hat: 
dies läfst sich auch leicht durch die im $.4 der Abhandlung zur Bestimmung 
von o gegebene Formel verifieiren, da die Gröfsen 


OR—F/ | 4 RP— 3" n PO— R'" de — Al dı 
A’ | > Ä 6? Ad 


beim Uebergange von der einen Bewegung zur anderen ungeändert bleiben. 
Es verdient ferner bemerkt zu werden, dals in Folge der Willkürlich- 

keit der Vorzeichen der Axen A, B, C jedesmal vier solche correspondirende 

Bewegungen existiren, welche unter einander in derselben Beziehung stehen. 


wie die vier durch die Coefficientensysteme 








T, m, n, , m, —n, 
', m, n', —![, m', n', 
", m", n”, u £ mn", u 
, —ım, n, I, nm, —n, 
—!, m, —n, 4 be —n, 
", ei m", n”, BIER ", w, n' 
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charakterisirten Bewegungen, welche durch Vertauschung der positiven Coor- 
dinatenrichtungen mit den negativen aus einander entspringen. 

Endlich leuchtet ein, dafs bei dem Uebergange von der einen zu der 
anderen Bewegung die Integralgleichungen (I.) und (I11.) sich mit einander 
verlauschen. während das aus dem Princip der lebendigen Kraft herrührende 
Integral ( III.) ungeändert bleibt ($.5 der Abh.). 

Wenn ferner für den Anfangszustand der Bewegung die Relationen 


N ! ( n " ! 
BA A BA - CH 
selten. so ist auch für die ganze Dauer der Bewegung 
Bnm= Al, Un= Al", Bm" — Cn’ 
und die beiden Bewegungen sind identisch. In diesem Fall redueiren sich 


die neun Differentialgleichungen (a.) auf nur sechs wesentlich verschiedene, 
und die Bewegung hängt nur noch von fünf willkürlichen Constanten ab. 


$. 4. 


Ist nun während der ganzen Dauer der Bewegung T—=0, T'— 0. 
T’—=0, so ist in der correspondirenden Bewegung beständig 
PR=0, 0=0, R—=V0 
und umgekehrt. Die Gleichungen der letzteren haben daher zufolge unserer 
ersten Untersuchung entweder die Form 
z—=ıha, y=mb, 2%, = 


oder 
2, —=lha+mb, yy=—ma+lb, 2 —=n 6; B=A, 


in welchen beiden Fällen die ursprüngliche Bewegung dieselben Gleichungen 
hat; oder endlich die correspondirende Bewegung besteht in der gleichförmigen 
Rotation 

r, — acoskt--bsinkt, y=—asinkt-bcoskt, 2, =c 
eines Jacobischen ungleichaxigen Ellipsoides. Dann ist die ursprüngliche Be- 
wegung durch die Gleichungen 


u = acoskt b=sin kt, y= a sin kt-+-bcoskt, z=c 


ausgedrückt, und hierin besteht der am Schlufs der Dirichletschen Abhandlung 
von mir mitgetheilte Satz. 


Zürich. den 6" August 1860. 
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Ueber die Wendetangenten der Curven dritter 
Ordnung. 


(Von Herrn A. Olebsch zu Carlsruhe.) 





5 $. 

Es sei v eine homogene Function vierter Ordnung von zwei Ver- 
änderlichen, 4/(v) ihre Determinante dividirt durch 144, H die aus den ersten 
Differentialquotienten beider Functionen zusammengeselzte Determinante. Aus 
den Untersuchungen von Hesse (dieses Journal Bd. 41). Cayley, Herinite 
(dieses Journal Bd. 52, p. 1ff.), Brioschi (dieses Journal Bd. 53, p.377) geht 
hervor, dafs die Zerlegung der Function vierter Ordnung 

av+PAI(v), 
und die Zerlegung der Function sechster Ordnung #4 in lineare Facloren nur 
von der Auflösung einer einzigen cubischen Gleichung abhängig sein können. 
welche Werthe in der ersten Form auch die Üoefficienten «, 5 haben 


mögen. Ist 
v — au 4Ibya’-+6ey’r? + Ady’c-+ ey‘, 


und sind 2, J die beiden Invarianten dieser Function: 

i ae — Abd -3c’, 

J = ıace + 2bde — ad’ — eb’ — €, 
so erhält man diese cubische Gleichung, indem man die Function 

0 — 40 — aß? -— jP°’ 
gleich Null setzt; eine Function, welche in der Theorie dieser Formen unler 
anderem dadurch eine hervorragende Rolle spielt, dafs die beiden Invarianten 
455 Juz der zusammengeselzien Function ev+/P4(v) sich in der Form dar- 


\ 


stellen: 





; aa Ce } Ein 0) Be ) 
Me 2... SEN 0@0#/ 7° 

P _ [99 Ging __ 90 er) 

udn sd OR DB a 

während die Function 4, gebildet für die zusammengesetzte Function ev 9.4»). 








| 


die Gestalt annimmt: 
09 OON\. 
d4(w+ß4w)) = (AZ -27)"). 





*) Man erkennt die Richtigkeit dieser Bildungen leicht aus der angeführten Abhand- 
lung des Herrn Hermite. 
Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 3. 30 
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In der That findet man, wenn 
I) = art -+Mb'a’y + 6cacry?+Ad'zy’+ e'y‘ 
geseizt wird, dafs die Wurzeln der biquadratischen Gleichung 
ev -+PA(v) = 0 


folgende sind: 
= 3 ee 


1 ’ /fa 
— Zara (eb +R0) + HO.ANCHT, 





Pi RK. 4 . . R 
m i. die Wurzeln der cubischen Gleichung 
Y 2 3 


sind, und wo die Zeichen der Quadratwurzeln so zu bestimmen sind, dafs 





“ [x,a+),a ya /2,a + 4,a' el 4 4 
y a ra u m an ge FE 5 TB 2 (ba' — ab’). 


Diese Formeln werden unbestimmt, sobald das Verhältnifs „ mit einem 


RT u S 
der Verhältnisse —-, 7, 7- zusammenfällt. Aber aus den Untersuchungen, 
1 2 


3 


welche Herr Brioschi a. a. O. angestellt hat, folgt, dafs alsdann die Wurzeln 


der Gleichung 
«v+PAlv) = 0 


zugleich Wurzeln der auflösbaren Gleichung sechsten Grades 
Me 0 
werden; denn Herr Brioschi weist nach, dafs 4° 0 das Resultat der 
Elimination von «@ und 5 zwischen den Gleichungen 
av-PA(v) 0, 
4 —iaß?—jP? — 0 
ist. Wenn man also den obigen Ausdruck für den Grenzfall bestimmt, 


. [24 n4 . ie . . 
in welchem — — — wird, so erhält man die sechs Wurzeln der Glei- 


Ba 
chung H=0, jene Wurzeln, deren Eigenschaften Herr Hesse discutirt hat, 
ohne die Gleichung sechsten Grades selber zu bilden. 


Wenn man aber in dem obigen Werth von 77 diesen Grenzfall ein- 


treten läfst, so wird 9=0; mithin bleibt von den Gliedern der Summe nur 
dasjenige stehen, dessen Nenner ebenfalls verschwindet; und zwar ist dann 


in der Grenze 
0] 11? —12%° 


3 — ka . A 
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Die Wurzeln der Gleichung H=0 sind also: 


= bb jr 128 
v aatda 7° Alza-tdu) ’ 
u; e MER 
wo — eme Wurzel der cubischen Gleichung bedeutet: 
2 
I — il — JE — N. 
S. 2. 


Die drei homogenen Funclionen vierter Ordnung mit zwei Veränder- 
lichen «, Ö, welche in der Theorie der Curven dritter Ordnung eine so 
wichtige Rolle spielen: 

G — a* — 68a’ b’ — STalb’ — 38? *, 





r RE _ (EN 
b nn m u te ? 
ab ı44 da? ob? oda ob 





T,= + Se. a we. „Dat 
a db ob oa 
stehen. bis auf constante Facloren, zu einander genau in demselben Verhält- 
nifs, wie oben die Functionen v, 4(v), H; denn es ist 
N = I(G). T, = rs H(@G). 
Man findet daher aus dem Obigen sofort die Auflösungen der Glei- 


chungen 


0oG — BS.,=0,. Ta=0; 
wobei sich also der Salz ergiebt,. dafs die Gleichuny T,= 0 'mmer al- 
gehrarsch lösbar ist, und zwar durch dieselbe cubische Gleichung, durch 
welche die Gleichung «G — P8,, =0 gelöst wird, in welcher «, 9 be- 
liebige Zahlen bedeuten. 
Von den beiden Invarianten 2, j verschwindet für diesen Fall die erste. 


und j geht in die Form über: 
j=48’—-4ıT—= —AR. 
Die eubische Gleichung für z, 4 ist also 
2-+-Ri — 0, 
und es wird. wenn man A==1 setzt, und durch & eine imaginäre dritte Wur- 


zel der Einheit bezeichnet: 
= —e.yYR. 
Nimmt man hiezu den ausgerechneten Werth von S,,: 
S,= -- I(G) = Sa’ +4Ta’b 468° db’ +ATS ab’ -+ (47° — 38°) b' 
30 * 
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(vgl. Aronhold, dieses Journal Bd. 55, pag. 176), so erhält man für die 


Wurzeln der Gleichung 
aß — PS == 0; 








7) \ > = ,St&yR 
rn TP ’- PR.>r,/ D 
. AB Pt 3 


wo die Zeichen so zu wählen sind, dafs 
VELTR, StR, SteVR re  . 
Varsyr VatßeVYR Va+peyR 


Insbesondere erhält man für «&—=0 als Wurzeln von S,=0: 


a -H/T+R. Sy1+ I 


| gi YR 

















mit der Zeichenbedingung: 





yi+ 2 == #3; 
&yR 


5 
y R € y R 
und für #=0, als Wurzeln von @ —=0: 


= S VS+YR4VS-+eyYR+VS+E/R| 











YR.y14——yY1+- 








mit der Bedingung 
VS-+YR.VS-eyRVS-+EYR — 


Diese Wurzeln von @ == O hat bereits Herr Aronhold (dieses Journal 
Bd. 39, pag. 157) angegeben. 
Endlich sind de Wurzeln von T , = 
a Bir T + äy3.yYR 


_— 


Dre SteyR VSL&yR 











S. 3. 


Um die geometrische Bedeutung der vorliegenden Gleichungen dar- 
zustellen, mufs ich den folgenden Satz voranschicken: 

Die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung u—0 berühren 
zugleich die Curve A(u)—=0, wo 4(u) die Hessesche Determinante von % ist. 

Dieser Satz ist leicht direct, z. B. mit Anwendung der Hesseschen 
Form, zu beweisen. Er folgt aber unmittelbar aus einer Betrachtung von 
weitergehendem Interesse, nämlich aus der Aufstellung des Ausdruckes neunter 





\ a u ie P X - e =. J 
A ee ES : Ka en : BEE ’ 
_ Ri “ Pe Fi 1 B \ 


BE 
ERHEN., 
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Ordnung, welcher, in lineare Factoren auflösbar, das Product der Gleichungen 
der neun Wendepunktstangenten darstell. Dafs ein solcher Ausdruck, mil 
rationalen Coefficienten, existirt, ist von vorn herein klar; die Darstellung des- 


selben kann eiwa in folgender Weise unternommen werden. 

Es seien &,, 2,, x, die Coordinaten eines Wendepunkts, yı, Ya» Y; 
die eines Punkts auf der Tangente desselben. Es kommt darauf an, die Glei- 
chung zu finden, welcher dann die y genügen müssen. Da nun irgend ein 
Punkt auf der Verbindungslinie von z und y die Coordinaten &--)y hat, so 
kann man die Schnittpunkte dieser Linie mit «0 erhalten, wenn man in « 
die Coordinaten --4y einführt, und den entstehenden Ausdruck 


u-+41Du-+- 


2 


2 2° 3 
5 Dur 755; Pu 





,. 
1. 
verschwinden lälst; was denn eine cubische Gleichung für A giebt. Aber in 
dem besondern Fall, welcher vorliegt, müssen alle Schnittpunkte in x fallen; 
die Wurzeln der cubischen Gleichung müssen sämmtlich Null sein. Demnach 
hat man aufser 
u—= ZI 8a,8%;7,0%,=0 noch die Gleichungen 
(1.) Du = 38 Fa, 0,0, y, =, 
Du=6E8r 8a, 2; YıY, =. 
Aus diesen drei Gleichungen sind nun die x zu eliminiren. Zu diesem Ende 
setze ich zunächst 
v— Zr: ayyY:YıYı; 


so dafs »—0 wieder die Curvengleichung darstellt. Ferner sei: 


dv 
vu, = - IE Fan yYaYn» 
0° 
> Dam 6-a;;, Yh* 
Mit Hülfe dieser Ausdrücke gehen nun die Gleichungen (1.) über in: 
u—(, 


Du ee v0, -+ DE 4 ®;7; = 0, 
Du=v,2% + W004 —0. 
Um hier die z zu eliminiren, kann man dasselbe Verfahren anwenden, 


dessen ich mich in einem früheren Aufsatze (dieses Journal Bd. 58, p. 96) 
bedient habe. Man kann immer einen Factor A so bestimmen, dafs 


1“) Du+iDu’= (nn tm +5) + 0475) = py 
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wird. Wenn man dies ausgeführt denkt, so kann man die x dann eniweder 
aus den Gleichungen 
p=0,. Du=0 
oder aus den Gleichungen 
qa—=0, Du=0 
auf lineare Weise bestimmen, so dafs entweder 
2, = m%— pP; DV; Im’, —Ydr. 
2, —= Pd —pıv; oder m —= vd, — Yıdz, 
2%, = Pd. — Pd, 2 — Qıdı — Pd, 
oeseizt wird. Führt man diese Werthe in ein, so ist das Product der 
entstehenden Ausdrücke die gesuchte Eliminationsgleichung. 
Um diese Gleichung in passender Form auszudrücken, wende ich die 
symbolische Substitution 
U; = 4;Q,4, — b;b,b, 
an. so dals « die symbolische Gestalt annimmt: 
u — (10, 4,04 42, —= (br, +b,1, + b;.13)°. 
Führt man hier die obigen Werthe der x ein, so erhält man entweder 
(Z+nPv)” —= (2+b,Pv;)’ 
oder 
+49») = (Z+5,9dB)". 
Die Gleichung # —=Ö ist daher ersetzbar durch folgende: 
0 = (E+ta %vV) (+50) + (Ztagv)(Z+b,pv;) 
—= ((!+4P%v)E+5 9%) + (Ztagv)(Z+b,p,0;)]' 
(2.) — 3 (F+ta, pv;)(F+a,v;)(Z2+d,pv;)(Z+b,9:%;) 
x [(F+a 9%) (Z+5,99v)-+ (Z+ta,gv;) (+ b,p:V;)] 
— 80?’ —-64A.B.C, 


wenn nämlich: 


A= = +4, 9vV,.2 +4 g%;, 
B = + _ Z+b, Gr ®; - 
04 04 Sr oB 
; a 4 — = 
2C da, u Frl da, b, 445, +4; 


Man bemerkt, dafs die sushi hen in Gleichung (2.) lediglich auf 
der Bestimmung von A beruht, indem sich B, CÜ einfach daraus ableiten 
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3 lassen. Es ist aber, wie man leicht übersieht: 2 


























PıYı> Pr TBed, . Ann re 

u Be P: 9; Pal TPıe 

A— | 
BenERiS, Pad Hpstı Pen BR 

4» 4: , Ad; , 0), 0 

| v1» v;;> D;, 0, 0| 


oder wenn man die Gleichung (1°.) benutzt, um die p, g durch ihre Werthe 
zu erselzen: 





vu Adi; 024 Av, vu FtAvm, a, Di 
U;| + Av, ’ Un - z iv; ’ U5; +- AvD; 9 d,. U; | 
A — |Yaı tiv, at Avzd,, Ya iv, u 
4,» d;. d;. 0, 0 
v. . er 0, 0| 





Durch Abziehen der äufsersten Reihen zerstört man sogleich Alles. was mil 2 
), multiplieirt ist, so dafs 

O5 On, Vi, Hd, Dj 
OU, Un, U, Ar, Do 
A— va, da, day, GG, D5|- 








E U),  D;, 0, 0 





















= 
Wenn man noch bemerkt, dafs 
2v; = v.;Yı 4- V.;Y2 + V;;Y3; £ 
so erhält man durch eine ähnliche Operation: 
Um dm Un Ay 0 ' 
Om dm U 4 : 
E02 U, LISPR 023, da, 0 TE Ü ns Ö 3 
E% A=—! ® 0 fi a? 6 Oz) Von Or, dr . 
ia — 4% 9 dA = Tan 92 Pair 5P j 
EN Oz), Os U, (; - 
4, 4 U 0, —a 951, Vz, Us; 
dy- Gy Ay O 











wo a den Ausdruck 






“a = aYıT ayıHt Gy; 
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bezeichnet. — Ich setze jetzt, nach der Bezeichnung des Herrn Aronhold: 


Vi, Ur, dız 
U)» Un, 5; —- 36.4(v); 








Us), Oz. Vz; 

und aufserdem sei 

®jıy Urs Us, a,| 

Un Un Ur, dr + 
,) 

Oz, Vz, Oz, 4; 


bis bis bu, 0 








Alsdann wird 


4A —= —36u°.A(v) — 60%): 
und ebenso: 

4B — — 366.40) — 6r(}): 

40 = —36ab.4(0) — 6be(}) 


Und so geht die Gleichung (2.), abgesehen von einem Zahlenfactor,, in fol- 


oende über: 


EEE ET POEROTTEOEROT TE OREGON 


Es bleibt übrig hier die symbolischen Substitutionen auszuführen. Zu- 
nächst erkennt man, dafs nach der Definition der «@ und b: 
3 
Ordnet man jetzt die ganze Gleichung nach Potenzen von J(v). so sieht man, 
dafs der Factor ®» als unwesentlich sich ausscheiden läfst; und man erhält dann: 


3) 0= 6.v(Aw)}’ + P.3.6°.(4(0))’ + Q.3.6.0.4(v)-+v. R 
wenn man den Ausdrücken P, Q, R die Bedeutung beilegt: 


P— 30°0(} —vb())—va(‘ )h 
0 1 
R = 46) 36) 


Ich bezeichne jetzt durch V;, die Unterdeterminanten von 36../(v). Dann 
erhält man sogleich 


“ =— = Vapıy- 








St EN ERS? x: Ki 5 


= =} Asa ie ä 
RN 
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Nimmt man hinzu dafs 


a.0a4,—=b.bb, — Av, 


so findet sich: 


jr - 422 V,,.vu= = Iv)—= —184(v), 
ab ())= — 422280 „v,2,.6.b, — —6.v.4(v 


Hienach hat man zunächst 
P= — 18v.4(v) +4 36.0.4(v) = 18v.4(v). 


Um @ zu berechnen. bemerkt man, dafs 


2 
da ” y 
ab(}) — ZEV u V 00.0, ZEV, V „vr 


IA 


On 


verschwindet. wenn nicht n — m ist. so wird dies 


105 (4 (v))". 


Da aber &;V „ev, 


ım 


Sodann wird: 
NG) a) —()4EZEV our, d=—bb „4 JE 108. (4(v))}. 


Daher ist 
— — 108.(4(v))'. 
und die Gleichung (3.) geht, indem wiederum ein Factor v abgeschieden 
wird. über in: 
0 = R.v-+6°.(4(v)). 
Es bleibt noch übrig, dem Ausdruck # eine passende Gestalt zu geben. Der- 
selbe wird durch Einführung der V,,: 


R—= —4ZE2EV,V,.. 74m +3 EZEV,V, Va, 0: 
Nach einem bekannten Satze ist nun 
i ns & N na l mg r „= -36J(v) 4 mn,pg — — 364 Ü) I mq,pn 3 
durch W,,.,, eine Bi N zweiter Ordnung bezeichnet. Daher 
hat man 
R y- =z22V ak v mg 4 pn @img Aınp + 1444) 222 Vi J mg,pn d;mg dan . 
Sind aber 4;, 4;, erste und zweite Differentialquotienten von 4, so ist offenbar 
ng J mg Aimg Euanan 64;, 
<img rp F mq,pn A ;mag Akpn — I; r 


Daher endlich 
R —= — 36ZEV,4,4, 41444) ZEV, 4;. 
Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft3. 31 
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Der Ausdruck FEF&V,, 4;, läfst sich noch sehr vereinfachen; er ist der 
Coefücient von a’b in der Entwicklung von 
36 f(av--b4(v)). 
und also, wie Herr Aronhold gezeigt hat (dieses Journal Bd. 55, p. 127) 
— 36.38.v, 
durch Ö5 die erste Invariante von » bezeichnet. Auf diese Weise erhält man 
endlich die gesuchte Gleichung, wenn man noch einen Zahlenfactor ausläfst: 


(I(v)}’ +72$V’A(v) -v. 4AEFV,I;A = 0%), 


welche das Product aller Gleichungen der Wendetangenten ausdrücken muls. 


g. 4. 


Aus dieser Formel folgt sehr leicht der erwähnte Satz. Denn be- 
trachtet man jetzt den Durchschnitt der Wendelangenten mit der Curve J=(. 
so erhält man aus der so eben abgeleiteten Gleichung: 

ZEV,44 —=V. 
Da aber 4 verschwinden soll, so müssen sich immer solche Zahlen p; be- 
stimmen lassen, dafs 
Vie = Ppiıpı; 
wodurch der obige Ausdruck in ein Quadrat übergeht. Daher fallen immer 
zwei Schnittpunkte in einen zusammen, und die Wendepunktstangente wird 
Tangente von 4. 

Hieraus lassen sich weitere geometrische Deutungen erhalten. Be- 
kanntlich ist S—= 0 die Bedingung, dafs v in die Summe von drei Cuben, 
mithin / in drei lineare Factoren zerfalle. Wird also dann die Determinan- 
tencurve ein Dreieck, so können die Wendepunktstangenten sie nur so berühren, 
dafs sie durch die drei Ecken des Dreiecks gehen. Man hat also den Satz: 

Die Gleichung S—=0 ist der Ausdruck dafür, dafs die Wende- 
punktstangenten sich zu dreien in den Ecken eines Dreiecks schneiden, 
dessen Seiten durch die Wendepunkte hindurchgehen. 

Betrachtet man das System von Curven «av--6.4(v), welches dieselben 
Wendepunkte hat, so enthält dasselbe vier Dreiecke, demnach auch vier 
Curven, deren S,, verschwindet; wie die Gleichung 8,,, welche vom vierten 
Grade ist, auch angiebt. Also: 





*) Man vergleiche Salmon, Lessons on higher Algebra pag. 116. 








n. a yo De ? En a 
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Es giebt vier Curven, welche gleiche Wendepunkte haben, und 
deren Wendetangenten sich in den Ecken der vier Wendepunktsdreiecke 
zu dreien durchschneiden. 

Da also jede Wurzel von S,,—0 einer bestimmten Wurzel von @ —0 
(welches die vier Wendepunktsdreiecke ergiebt) entspricht, so folgt hieraus 
seometrisch von vorn herein, dafs die Wurzeln von 8 sich durch die Wur- 
zeln von @ müssen darstellen lassen, dafs also die cubische Resolvente beider 
Gleichungen dieselbe sein wird. 

Die Gleichung T=0 drückt bekanntlich aus, dafs die Determinante 
von f wieder in ® übergehe. Dies wird sich nun geometrisch folgender- 
mafsen ausdrücken lassen: 

Die Gleichung T=0 ist der Ausdruck dafür, dafs die Curve 
v—=0 mit emer andern, I—=0, welche dieselben Wendepunkte hat, in 
der Weise zusammenhängt, dafs die Wendepunktstangenten einer Curve 
immer die andere berühren. 

Solcher Paare giebt es in jedem System mit den nämlichen 
Wendepunkten drei, da T,, vom sechsten Grade ist. 

Eben diese Bemerkung zeigt aber sofort, dafs, wie oben anders nach- 
gewiesen ist, die Gleichung T',,—0 algebraisch lösbar sein mufs, durch eine 
cubische Gleichung, welche den drei Paaren entspricht, und durch quadratische 
Gleichungen, welche die Glieder der Paare ergeben. Es enthält dies aufserdem 
die unmittelbar geometrische Bedeutung der cubischen Gleichung, auf welche 
oben die Auflösung von S=0, S,=0, T,,=0 zurückgeführt wurde. 

Ich bemerke noch. dafs durch den oben ausgesprochenen Satz die 
Curve = 0 geometrisch definirt werden kann. Denn sie ist die eonzöge 
Curve dritter Ordnung, welche durch die neun Wendepunkte von © = 0 hin- 
durchgeht und zugleich von den Wendepunktstangenten der letzteren Curve 
noch berührt wird. Umgekehrt wird jede Curve des Systems av-+b4(v) 
von den Wendepunktstangenten dreier anderen berührt, da es bekanntlich immer 
drei verschiedene Funclionen dritter Ordnung giebt. als deren Determinante 





eine gegebene angesehen werden darf. 
Carlsruhe, den 13' April 1860. 
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Ueber die Anziehung einer mit Masse belegten ab- 


wıckelbaren Kläche auf einen materiellen Punkt. 
(Von Herrn Mehler zu Frausladt. ) 








W en ein materieller Punkt von jedem Elemente einer krummen 
Oberfläche proportional einer Potenz der Entfernung und proportional der aul 
dem Elemente vertheilten Masse angezogen wird, so lassen sich die Com- 
ponenten der Gesammtanziehung, welche er erfährt, bekanntlich als die 
partiellen Differentialquotienten ein und desselben Doppelintegrales darstellen. 
In diesem Doppelintegrale ist keine der beiden Integrationen ausführbar, so 
lange über die Nalur der Fläche und die Art der Massenvertheilung nich! 
besondere, einfache Vorausselzungen gelten. Der Zweck der folgenden Zeilen 
ist, auf einen Fall aufmerksam zu machen, in welchem die Aufgabe für eine 
beliebige abwickelbare Fläche sich auf Quadraturen zurückführen läfst, und 
die einfachen Resultate herzuleiten, welche daraus für Kegelflächen und ins- 
besondere für den geraden Kegel sich ergeben. 

Die rechtwinkligen Coordinaten S, n, & eines Punktes der Wendungs- 
curve der abwickelbaren Fläche seien als Functionen einer Veränderlichen « 
gegeben vermöge der Gleichungen: 





1) S=ya n=wa 5=ya, 
und unter « möge der Einfachheit wegen der Bogen der Curve, von einem 
festen Punkte aus gerechnet, verstanden werden. Alsdann sind y’a, we, ze 
die Cosinus der Winkel, welche die Tangente im Punkte (£,»,{), nach der 
Seite hin gezogen, nach welcher der Bogen wächst. mit den Coordinaten- 
axen bildel. und man hat die Bedingungsgleichung: 


2) (art (lwe) te) = 1, 
und daher auch die folgende: 
2) gaya+yay'a+yaya = O0. 
Trägt man auf irgend einer Tangente vom Berührungspunkte aus eine Strecke 
u ab, so werden die Coordinaten x, y, & des Endpunkles, der stets ein 
Punkt der abwickelbaren Fläche ist, als Functionen von « und % bestimmt 
durch die Gleichungen: 


(3.) z=ga+ugyoa, y=vyatuya z—=gxa-uxe. 











N, a a u N « 
RE ER RE Dale B 
a EN EEE NER 


® 
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Läfst man hierin & den ganzen Bogen der Wendungscurve durchlaufen und « 
alle möglichen positiven Werthe annehmen. so erhält man nur die Punkte 
auf dem einen von den beiden Theilen, in welche die abwickelbare Fläche 
durch die Wendungscurve getheilt wird. Will man auch den anderen Theil 
der Fläche erschöpfen, so mufs man die Strecke # auch auf den Richtungen 
der Tangenten abtragen, welche mit den Axen Winkel bilden, deren Cosinus 
respecive = — ya, — wo, —y'e sind; oder man muls in (3.) der Gröfse 
u auch alle Werthe von O bis — x ertheilen. 

Die abwickelbare Fläche sei so mit Masse belegt, dafs die Dichtigkeit 
k für verschiedene Punkte auf derselben Tangente der Entfernung vom Be- 
rührungspunkte umgekehrt proportional ist, während sie von Tangente zu 
Tangente sich noch stetig ändern kann. Dieses Geselz, das die Dichligkeit 
befolgen soll, kann dargestellt werden durch die Formel: 


er Re [« 


N by) 
Tu 





worin fa eine beliebige Function von «@ und +w den absoluten Werth der 
Entfernung bezeichnet. Die Kraft, mit welcher die Masseneinheit einen 
’ u 1 . ’ 
materiellen Punkt in der Entfernung r anzieht, sei an Es soll die An- 
ziehung eines Theiles der Fläche berechnet werden, der zwischen zwei, zu 
den Bogen «, und «, gehörigen Tangenten enthalten ist. 
Es seien a, b, c die Coordinaten des angezogenen Punktes, A, B, C 
die Componenten der Anziehung, do das ÖOberflächenelement für den Punkt 
2,y,2), r die Entfernung der Punkte («,d,c) und (w,y,z), so dafs: 


5.) "= (a—- nr)’ +(b—y’-+(c— 2); 


dann hat man für A den Ausdruck: 








1 a—ı, 
6.) A= — u k do 
und ganz ähnliche für B und Ü. Setzt man: 
we. 1 kduo 
(I: re 
so wird: 
oT oT oT 
Fan Amp, lag 


und die Aufgabe besteht jetzt in der Bestimmung des Integrales 7. Für das 
Öberflächenelement ergiebt sich durch geometrische Betrachtungen oder mil 
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Hülfe der bekannten Formel: 


do —= 


TI TEErRErE] 


sehr leicht der Ausdruck: 

do = +uy(g'a)'+ (wa) + (za) da du, 
welcher durch Einführung des Krümmungshalbmessers 0 der Wendungscurve 
die Form annimmt: 








tudedu 
4 


do — 





Daher wird: 


WE "BEER... 


1 '% fada f'” du 
(10) T= warf 0 re 


Aus (5.) und (3.) folgt: 
” —= (a— ya— ug ea) +(b— wa — uwea)+(c— ya — uya)”. 
Setzt man daher: 


du, 





und folglich: 








(a— pe) +(b— ya) +(c—xe) = 

(a— ya) pa-(b— wa)wat(c—yxa)ya —= m, 

so dafs Z den Leitstrahl von einem Punkte (ya, wo, xy«) der Wendungscurve 
nach (a,d,c), und m die Projection desselben auf die zugehörige Tangente 
bedeutet, so wird: 


rl’ — 2mu + u —= ll’ — m’+ (u— m), 


(11.) 


»% 
du 
also. wenn / a durch U bezeichnet wird: 


.p—1 
—% 


U nz e du 





p—1 : 


ni [?—m?+(u—m)’] ? 
Durch die Substitution: 
u— m+("— mv 
folgt hieraus: 


„2 * , _fP_rfx ‚ 
U=(?—m) F “ p-1 2(P—m) Fi . pl 


oo (Av) 2 0 A+v) ? 
Man sieht jetzt beiläufig, dafs p>2 sein mufs, damit U und folglich 7' nich! 
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unendlich werde. Setzt man v—=w*, so erhält man: 


2f dv ee wi! dw ah — (42 E- 1) 





| 


























der 5 ren 
Fu a 
Me) . Rn) ı 
also ist: 
e var 1 : 
U oder [ En n— r nn (P m) ? 


Durch Einführung dieses Werthes in (10.) erhält man, unter Berücksichtigung. 


dafs: 
FAZ) = 1) 


var —ı | 
S- ) fra em”, 
2 )® 


und wenn man diese Gleichung partiell nach «, 5, e differentiirt und bemerkt. 
dafs nach (11.): 





für T den Ausdruck: 



































® FE 
a — 2 (4 — pa), ee —=?2my'a, u. Ss. W., 
so ergeben sich für die Attractionscomponenten die Formeln: 
p 
us yvar(#) 2 de fa a—pa—my'a 
RC 1 x p ’ 
Ne) & Q (?— m?) ? 
4 
(13.) B EN Yn r(#) Fe de fa b— wva— ma 
r(?71) u Q ae 
2 (’— m)? 
’ (» 
E ; Du (5) run dafe c—ya—my' a 
L = >11 Im. 
E T( I ): 4 my? 


Die Gröfsen unter den Integralzeichen haben eine einfache Bedeutung, 
welche eine geometrische Interpretation der gewonnenen Formeln gestaltet. 
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Es ist nämlich (?— m’) die Länge des Lothes, das man von (a,d,c) auf 
die Tangente der Wendungsceurve im Punkte (ya, wa, xe) fällt; es sind 
ferner get my'a, wa--mwo, gae--mye die Coordinaten des Fufspunktes 


dieses Lothes, und folglich «— ga — my'a, b — wo — ma, e— ya— my 
die Projectionen desselben auf die Coordinatenaxen. Bezeichnet man daher 
die Länge des Lothes mit n und durch 4, «, » die Winkel, welche es mit 











var(#) 
den Axen bildet, und schreibt P statt des numerischen Factors | 
reH) 
2 
so wird: 
“Pd 1 i 
A =} >. —r 0084, 
J _ m’ 
u. Ss. W. 


Also kann die Anziehung der abwickelbaren Fläche ersetzt werden durch 
die Anziehung der Fufspunkteneurve ihrer Wendungscurve für den ange- 
zogenen Punkt als Pol. vorausgesetzt dafs jedes d« entsprechende Bogen- 


| i Pdafe n 
element der Fufspunktenceurve die Masse ee erhält und den materiellen 
P 


Punkt umgekehrt proportional, nicht der p'”, sondern der (»—1)'"" Potenz 
der Entfernung anzieht. 

Auch die Art der Massenvertheilung auf der anziehenden Curve läfsı 
eine einfache geometrische Deutung zu. Trägt man nämlich auf den Tan- 
senten der Wendungseurve von den Berührungspunkten aus Stücke von deı 
conslanten Länge P ab, so dafs die Endpunkte eine neue Curve auf der ab- 
wickelbaren Fläche bestimmen, so enthält der Streifen der Oberfläche. welcher 
von zwei unendlich nahen Tangenten und den zugehörigen Bogenelementen 
der Wendungs- und der eben construirten Curve begrenzt wird, stets gerade 
diejenige Masse, welche dem zwischen den beiden nämlichen Tangenten ge- 
Iegenen Bogenelemente der Fufspunktencurve mitzutheilen ist. Denn vermöge 
(9.) ist die Masse jenes Streifens 

defa f! 


== du Sy 
0 + 0 





Isi » — 2, so haben die angestellten Rechnungen keine Gültigkeit mehr. 
Behandelt man aber in diesem Falle unmittelbar die Altractionscomponenten 
auf dieselbe Weise. wie dies mit 7’ geschah, so findet man ohne Mühe, dal: 
sie noch durch die Formeln (13.) ausgedrückt werden, wenn » zwischen 2 





Be a Sal einen ni 23 he ai a aa a ni, ARE PR ” £ u 
ae ui u eb aan eg En rn a air Ba TE Ba nn a rk a En ne ine a, " 
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und 1 liegt. dafs sie dagegen unbestimmt oder unendlich grofs werden, wenn 
pz ist. 

Für y=2, d.h. für den Fall des Newionschen Altractionsgeselzes. 
lehrt die Gleichung (12.),. dafs das Potential der abwickelbaren Fläche un- 
endlich grofs ist; für die Componente A aber ergiebt sich aus (13.) der 
endliche Werth: 





a, > Er u N 
Dan —2/ defa u gr on u 
0 P"— m 


und ähnliche für B und C. Man sieht, dafs die Altractionscomponenten hier 
die nach «, db, ce genommenen partiellen Differentialquotienten des Integrales 


"a da fa cu 2 
BB —/ / log (!’ — m’) 
a, p \ 


sind, und man überzeugt sich leicht, dafs 7’ aus 7’ hervorgehi. wenn man 


von T' die Constante 





yvıIı — 


ar. ef ei 
ZreH 


subtrahirt und alsdann erst » =? selzt. 
Um die für jede abwickelbare Fläche gültigen Formeln (13.) auf 
Kegelflächen, für welche die Wendungscurve sich auf einen Punkt redueirt. 


anwenden zu können. setze man zunächst: 


& 0 
( a—=: pp — a EP — „ou = 9 
F ee. Yv u X - 
also: 
& ” [74 -., & 
ya= P—, wa= ie xe=XÄ—. 
Er 


und darauf: 
——ß, e—=0. 


Alsdann gehen die Gleichungen (3.) über in: 
(14) z=uwPß, y=uF'ß, z=uX'ß 
und stellen eine beliebige Kegelfläche dar, deren Mittelpunkt im Anfangspunkte 


liegt: es wird: 


1) = FEAFTRT- TG, 


(16.) "=a+b cd, m=abPp+bPP-+cX'P, 
Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft3. 32 
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und die Gleichungen (13.) geben für die Componenten der Anziehung, welche 
ein zwischen zwei beliebigen Seitenlinien enthaltenes Stück der Kegelfläche 











ausübt: 
Ä zr 
” r( 2 ) "Pi ABFB Ooa— mW'? 
II: Me uf ß, 
r(£ + ) ) P ? 2 7 
2 ”o ( u ) 
u. S. W. 


Die Gröfse /, welche jelzt die Entfernung des angezogenen Punktes vom 
Anfangspunkte bedeutet, ist von 5 unabhängig, und es sind / und »» homogene 
Funetionen des ersten Grades von a, 5 und ce. Selzt man demnach: 
a—lcos4, b==lTsinkcosu, ce=[Tsinksinu, 
so nehmen die Ausdrücke für die Attraclionscomponenlen die Form an: 
L M N 
A=--: B= =: (= 7a 

worin Z, M, N nur von 4 und « abhängen, also für Punkte auf derselben 
durch den Ursprung gehenden Geraden constant sind. Daher gilt der Satz: 

Die Anziehung der Kegellläche auf verschiedene Punkte desselben vom 
Ursprung ausgehenden Radiusveciors ist für alle gleich gerichtet und der 
(»— 1)" Potenz des Abstandes vom Mittelpunkte umgekehrt proportional. 

Gilt das Newionsche Anziehungsgeselz, so erhält die nach dem Mittel- 


punkt gerichtete Componente Q vermöge (17.) den Werth: 
Ei Mu b ‚e 2 (PıdßFB 
(18.) TE u 


Diese Componenle ist also constant für alle gleich weit vom Mittel- 
punkt entfernte Punkte, und für Punkte, die ungleichen Abstand haben, diesem 





Abstande umgekehrt proportional. 
Wir betrachten noch besonders den sehr einfachen Fall, dafs der 


Kegel ein Umdrehungskegel, dafs die Dichtigkeit für alle Seitenlinien in 
gleichem Abstand vom Miltelpunkte auch gleich grofs, und zwar im Abstand 1 
oleich 1 ist, und dafs die Anziehung nach dem Newionschen Gesetze erfolgt. 
Die A-Axe sei die Rotalionsaxe des Kegels, & der constante Winkel 
derselben mit den Seitenlinien und $ der Winkel, den die Projection einer 
Seitenlinie auf die Ebene der YZ mit der Axe der Y bilde. Dann wird: 


pp=cose,, F'P—=sinecosP, X'P= sinesinß, 


= sine, Fol, AU Amin, Du, 


- 
P 
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und für »» erhält man aus (16.). wenn: 
(19) a=lcos/), b=l!sinkcosu, e=Isinksinu 


und: 
(20.)  cosAcose-+sinAsinecos(? — ıı) — 0084 


gesetz! wird: 
(21.) m. ==. Fond. 


Durch Einführung dieser Werthe ergiebt sich aus (17.): 














2 sine "27 00SAÄ— COSEcosH 
22. BE a . nu / - dß. 
( ) l 1 — c0s’# / 
() 
Dieser Ausdruck läfst sich darstellen in der Form: 
sine {| /”"cose+cosi "77 0088 — C0SA ,,) 
en. et, 
/ 2 1+cosı# ‚ |—cosY ' 


0 (0 
Substituirt man hierin für cos seinen Werth aus (20.) und setzt —u—2y, 
so erhält man nach einigen Umformungen: 























me 
en = cos4(A— 8) cos4(A+E) ıly fZ sin4(A—e)sina(A+e)dy 
I NFS cos’z(d—E)cos’y+cos?i(A-te)sin?y_ J sin’4(A—e)cos’?y+sin’}(A+e)sin’y) " 
also ist: 
4sine cos4(A-+e sint4(A-e) ) 
Ä = — —— Jarclg - set (g}) — arcıg( ———— [1 Im). 
3a > \cos4(i—e) °° > \sin4(A—e) °° 
Jeder der beiden Kreisbogen, deren Differenz in der Parenthese steht, erhält 
den Werth -—- 477 oder — Ir, je nachdem sein, in jedem Falle unendlich 


grofses Argument positiv oder negativ ist. Nun kann man alle möglichen 
Lagen des angezogenen Punktes erschöpfen, wenn man « von O bis In, 4 
von O bis Ar und / von — © bis x variiren läfst, und zwar wird der Punkt 
aufserhalb oder innerhalb des Kegels liegen, je nachdem man 4 zwischen : 
und 472 oder zwischen O und e wählt. Demnach ist stalt des ersten Kreis- 
bogens offenbar stets 47, statt des zweilen dagegen 47 für einen äufseren 
und —4r für einen inneren Punkt zu setzen. Also hat man für einen 
äufseren Puukt: 

a) Ze, 
und für einen inneren Punkt: 

ee 

Um auch die beiden anderen Componenten der Anziehung zu berechnen, be- 
nutzt man am einfachsten die Gleichungen: 

Aa+Bb-Cc= — Ansine, 


(RR) Be — Cb 0, 


\ 


32 * 
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s. FR TI Fi, 
ER 


von denen die erste aus (18.), die zweite aber daraus folgt, dafs die Rich- 
tung der Resultante die Axe des Kegels schneiden mufs. Mit Hülfe derselben 
erhält man für einen aufserhalb gelegenen Punkt: 








A—=0(, 
ae b Ansinecosu 
(25.) B == nie = Liai . 
ci . ; EN Arsinesinu 
= —Ansine re 7 Isini 


Die Anziehung ist also senkrecht nach der Axe hin gerichtet. und ihre In- 
tensilät der Entfernung des angezogenen Punktes von der Axe umgekehr! 
proportional. 

Für einen im Innern des Kegels befindlichen Punkt gelten dagegen 


die Formeln: 








» Ansine 
A= - IT, 
BR u Ansinsdb 4nsinetg44cosu 
Br nn we ] 
NR _ Ansinee _ _ AnsinelgzAsinu 
Ita) l 


Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafs die mit der Axe des Kegels parallele 
Componente nach der Seite hin gerichtet ist, auf welcher der Mittelpunkt des 
Kegels sich befindel. Die nach dem Mittelpunkt hin gerichtete Componente 


An si 
hat nach (18.) den Werth en 


Axe gerichteten. Bemerkt man noch. dafs die Ebene dieser beiden Com- 


.„ ist also gleich grofs mit der parallel zur 


ponenten auch die Resultante enthält, so gelang! man zu der folgenden ein- 
fachen Construction der Resultante für einen innern Punkt: 
Man ziehe von dem angezogenen Punkte eine Gerade nach dem Miltel- 


punkte und eine andere parallel zur Axe, trage auf ihnen gleiche Strecken 
4nsine 


/ 
dann wird die Resultante der Gröfse und Richtung nach dargestellt durch die 








ab von der Länge und construire mit denselben einen Rhombus: als- 














Diagonale dieses Rhombus. 

Die Richtung der Resultante halbirt folglich den spitzen Winkel, wel- 
chen der Radiusvector nach dem Mittelpunkte und die Parallele zur Axe mit 
einander bilden. 


Fraustadt, im April 1860. 











nn — um 
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SER 


Das Potential eines homogenen rechtwinkligen 


Parallelepipedums. 
(Von Herrn 0. Röthig.) 





Der vorliegende Aufsatz hat den Zweck, zu zeigen. dals das Potential 
eines homogenen rechtwinkligen Parallelepipedums in Beziehung auf einen be- 
liebigen Punkt durch einen Ausdruck dargestellt wird. welcher auf rationale 
Weise ans Logarilhmen und Arctang. zusammengeselzt ist. Der Beweis 
dieser Behauptung wird nicht nur direct durch Integration geleistet werden. 
sondern auch durch Verification des gefundenen Ausdruckes nach der von 
Dirichlet im 32°" Bande dieses Journals gegebenen allgemeinen Methode. 

Nennt man die Seiten eines rechtwinkligen Parallelepipedums 2a, 2b, 2 
und legt den Anfangspunkt der Coordinaten in den Mittelpunkt. so ist das zu 
bestimmende Potential in Beziehung auf einen Punkt (5,n,Ü) ausgedrückt durch: 


(1.) u A Fi I un A 


6 
wo 
und die constante schen ie der Einheit gesetzt ist. In dieser Glei- 
chung sind die Gröfsen «, d, e ihrer Bedeutung nach positiv, es soll des- 
halb der von dieser Einschränkung unabhängige Werth des Integrales in (1.) 
mit D(a,b,ec,5,n,{) bezeichnet werden. 
Schreibt man nun in dem Integrale in Bezug auf x in (1.) x für 


2 —5, so geht dasselbe über 


# +a—5 da v dx Ti dx 
j ’ rt AR . | r 9 





() 


—_1—;£ 
wo 


ST 


= ty 4 


Für die beiden Integrale auf der rechten Seite darf aber, wie leicht erhellt. 


geschrieben werden: 





+a+sd) dr, if’ (a-5) dır 
. u j "> 
—(a+5) —(a—5) 
und durch Einführung dieser Summe für das Integral in Beziehung auf = in (1.) 


folgt: 


Dim 


2) 2P = Fd(at:S,b, c,0,n,6), 














250 Röthig, das Potential eines homogenen rechtwinkligen Parallelepipedums. 


wo für & die Werthe +1 und —1 zu setzen sind. und die Summe sich auf 
die Addition der so erhaltenen Glieder bezieht. Behandelt man jetzt auf die- 
selbe Weise das Integral in Beziehung auf y in dem Ausdruck unter dem 
Summenzeichen in (2.), so überzeugt man sich leicht, dafs: 
P(a-+:5,5b,c,0,n,6) = ZPl(a-e$,b-+.n,c,0,0,[), 
und endlich folgt durch gleiche Behandlung des Integrales in Beziehung auf z: 
Pb(a+8,b-+en,c,0,0,°) = ZPl(a-+ 88, b--en,c-+ «"I,0,0, 0). 

Die Summen in beiden Gleichungen beziehen sich resp. auf ® und &”, welche 
(röfsen dieselbe Bedeutung haben wie & in (2.). 

Durch successive Anwendung der beiden vorstehenden Gleichungen 


erhält man nun aus (2.),. wenn noch in P die Argumente, welche den Werth O0 
haben. fortgelassen werden: 


3.) 8P = Ibl(a-+:8,b-+en,c+e"d). 


Hierin haben die Gröfsen &, €, €’ die Werthe +1 und —1. und die Summe 
erstreckt sich auf die acht Glieder. welche man dadurch erhält, dafs den 
(röfsen &, €, €’ ihre verschiedenen Werthe beigelegt werden. 

Es kommt daher nur noch darauf an einen Ausdruck für $(e, P,; 
wo 4, P, y irgend’ welche reelle Gröfsen bedeuten, zu finden. Nun ha! 
aber zu Folge von (1.) (ec, P,y) die Form: 


| "ta Y4P (ty dedydz 
N a 
iR = _y 


Bu 1 0 ae 
7 ER Mn; vr Y gu  . 


wo: 


| 
Selzt man hierin 9a für «, 995 für 5, 9 für y, so wird: 


+35 +4 
B(90,98,9,) — MR E zT Ydır kn nn dz 


— IP —Jy 
und wenn nun in diesem Integrale 9x für #, 9y für y, 92 für & geschrieben 


wird. so folgt: 
+0 + Y 
P(I0,95 2,9 = af Fi: # dx =y2 dz 


oder 


P(90,9P,9yY) = Fbla, P,Y). 
Es ist daher $(e, P,y) eine homogene Function zweiten Grades von &, P, / 
und genügt also der partiellen Differentialgleichung: 


“a, De 
A) 29 = en 4+PZ 


7 Ar 
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Bi 5 
EC 
KR 


Hieraus folgt durch Differentiation nach «: 


_ oD „2 > o’D o’p 
9.) da ZatPp "daR =r dady ” 
2 ( ( ID i 
während die Werthe von na und 0 aus dem Werthe für > durch Ver- 
od oY c@ 


tauschung von «& mit 5 oder « mit y erhalten werden. 
Nun ist aus der Form von (eo, ,y) leicht ersichtlich, dafs: 


= a en 
Ya’+y'+2 


ul 5 Bu 4 








also ist auch: 








af” dz 
0a0ß er Va!ı+ 812° 


a 


oder, da sich diese Integration sofort ausführen läfst: 


op 0+7 
6. —— — 4loe -——. 
ee) 0a0ß °0—y 
wo: 
em a Prr. 
Ferner ist: F 





2( ‚dx 
gr os -2u/ ie | dydz au: Br 
(@’+y?-+ 2°)? 


/ 


Schreibt man nun für die rechte Seite dieser Gleichung: 


A dyd(2z?) 
— z 
a ie NET; +2? 


= 2@'4y'+3’ 











av 


und setzt dann: 


n 
— 




















Dies Integral behandle man auf dieselbe Weise. Es erhält nämlich wiederum 
leicht die Form: 


Vetter 

| wodurch: 

| ul (@*+-y*) ERTL E RE a’+y” d(z?) 2a’ +y’)udu 

ö ee IST 

wird, so folgt sofort: 14 
; = we: 10," — dy 

, (etyY)Yarty'tr° % 





’ Ani d(y*) 
— 20 
/ yarıy letz a’+y’+y? 


Y 
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und geht, unbestimmt genommen, durch die Substitution: 
Y 

De u 

Ya’+r'+r 








wodurch: 


(a 12222 r ?| „222 i m? !ın ddz 
hr, rl, an Aut 


wird. über in: 











woraus dann leicht geschlossen wird, dafs 











o’D 
(7.) 77 -8 2; . 
ca 
o hat die frühere Bedeutung, und der arctig ist zwischen —4n und #7 zu 


nehmen. 

Oo’ o°’D oD 9» 
oßdry ’ Orda’ of?’ Hy? 
durch passende Vertauschung der Gröfsen o, P, y. 





Die Gröfsen erbält man aus (6.) und (7.) 


Die Gleichungen (6.) und (7.) enthalten die Lösung der ganzen Aul- 


sabe. Denn es folgt zunächst, indem man aus (6.) durch Vertauschung von 
7 


> mit y den Werth von he bildet, und dann die gefundenen Ausdrücke 
d 0a 0y 


in (9.) einselzt: 


(8.) —- — 4BlogeT7 4 AylogH5— ln 2 ii 
















. u ' ’ ( 
und hieraus und aus den mit Leichtigkeit zu bildenden Werthen von nd und 
l 
eb 


— erhält man nach (4.): 
oy 





(* (0, B,y) = 4Py nn : I® — de’arcig 2 
9) + 4dyo one AR arcigz, 
4- Außlogt"? — 4ytarcg A 






wofür auch einfacher geschrieben werden kann: 


| . 
P(a,ßP,y) = 4 \ E 108.4 — aarcig 2], 
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wenn man das Zeichen S so versteht, dafs in dem unter demselben stehenden 


Ausdrucke die Gröfsen a, /, y vertauscht, und die so entstandenen Ausdrücke 
addirt werden sollen. 

Es erhellt hieraus und in Folge der über die arclg gemachten Be- 
merkung, dals D(e, ,y) mit einem der Argumente sein Zeichen ändert, wie 
es sein muls. — Die Gröfse go ist immer positiv zu nehmen. 


Ich habe den Ansdruck (9.) zunächst durch Differentialion verifieirt. 


ar ; “RL . 2 
Die Differentiation nach « liefert den in (8.) gegebenen Werth für —-,. in 
- O& 
o» er 
dem die übrigen sechs Glieder, welche 5 > 50 wie es aus (9.) folgt, noch 
C 


enthält, sich gegenseitig vernichten. Daraus folgt dann durch Differentiation 
OD 
Glieder. welche die Differentialion liefert. zusammen identisch Null geben. 


nach # der in (6.) gegebene Werth von ‚ weil wieder die übrigen 


Hieraus erhält man denn schliefslich 
o’D S 
ao» oY 0) 
wie es sein muls. 
Die Gleichung (3.) in Verbindung mit (9.) enthält demnach die Form 
des Potentiales in Beziehung auf einen beliebigen Punkt und beweist zugleich 


die Richtigkeit der im Anfange ausgesprochenen Behauptung. 

Ist ferner A(a, ,y) der Ausdruck auf der rechten Seite von (8.) 
nach Abscheidung des Faclors 4, so hat A die Eigenschaft mit $ und y das 
Zeichen zu ändern, aber nicht mit «, und da ferner die Ableitung von P(«,P,y) 


nach & hierdurch den Werth 4X (a, ,y) erhält, so folgt aus (3.): 





(11.) 2° — ZeX(a+t:,b-+Een,c4+e'). 
und aus (7.) 
. EA (b+.n)(c+E"d) 
(12.) Zu — Zarelg 722731 Zu 


wo 


» 


| 


BR —= (a+8$)”+(b-+en)+(e-+e'ü) 


oP pP °P 
on” o& ° on? o6? 


. 


(12.) durch bezügliche Vertauschung der Gröfsen «a, $, e, mit d, n, € und 
ec, &, €’. Es sind daher durch die Gleichungen (3.),. (11.) und (12.) in Ver- 
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gesetzt ist. Die Gröfsen erhält man aus (11.) und 
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bindung mit (8.) und (9.) sämmtliche auf die Anziehung eines homogenen 
rechtwinkligen Parallelepipedums bezügliche Gröfsen gefunden. 


Obgleich nun die vorstehende Herleitung für das Potential eines recht- 
winkligen Parallelepipedums nichts zu wünschen übrig läfst, so möchte es 
doch von Interesse sein, zu zeigen. dafs der gefundene Ausdruck auch auf 
ziemlich einfache Weise nach der Methode verifieirt werden kann, welche 
Dirichlet in 32°" Bande dieses Journals gegeben hat. Dirichlet beweist dort, 
dafs ein Ausdruck P dann die richtige Form des Potentiales enthält, wenn: 


I) P und seine ersten parliellen Differentialquotienten endliche und 
continuirliche Functionen von 5, n, & innerhalb des ganzen Raumes sind, 





’ di \ BE: M u A: 
2) die Ausdrücke SP, nP, ZP; & 7 s De 2 im ganzen 


Raume endliche Werthe nicht überschreiten, 


ia oP OP 0’P 
3) die Gröfsen der? Ir Ip 


sind und der Differentialgleichung 





im ganzen Raume endlich und eindeutig 


o’P 


pP op 
Re 
08° 


AP = 08 Brr; 


— -—-4ıx 








| 
—— 
) 


genügen, wo für einen inneren Punkt ($,7,{) z=1 zu setzen ist, [für einen 
äulseren 2 =. 

Zu der dritten Bedingung ist zu bemerken, dafs sie für den hier vor- 
liegenden Fall ausgesprochen ist, nämlich für einen homogenen Körper, dessen 
Dichtigkeit gleich der Einheit gesetzt ist. 

Es soll nun gezeigt werden, dafs der für das Polenlial gegebene Aus- 
druck diesen drei Bedingungen genügt. 


Zunächst ist klar, dafs die in (3.) und (11.) aufgestellten Formen des 
Polentiales und seiner ersten Ableitungen die erste Bedingung erfüllen. Denn 
die aus (8.) und (9.) ersichtliche Bildung von & und Ä zeigt, dafs das Po- 
tienlial und seine ersten Ableitungen auf stetige Weise aus Funclionen zu- 
sammengeselzt sind, die für alle Werthe der Argumente zwischen — x und 
+» slelig bleiben. 


Was die zweite Bedingung betrifft, so ist klar, dafs sie erfüllt ist, so 
lange &, », endlich bleiben. Denn die Gleichungen (3.) und (11.) in Ver- 
bindung mit (8.) und (9.) zeigen, dafs alle Glieder, aus denen das Polential 
und seine ersten Ableitungen zusammengesetzt sind, endlich bleiben, so lange 


Jah: 
Be 
Pr 
a 
er 
ER 
® = 
c% 
a 
an 
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c» 


&,n, & endliche Werthe haben. Es bieibt daher nur noch zu zeigen. dafs 
diese Bedingung auch erfüllt ist, wenn (S,n,{) im Unendlichen liegt. Um 
die grofsen Weitläufigkeiten zu ersparen, welche eine directe Behandlung der 
Gleichungen (3.) und (11.) für diesen Fall mit sich führt, sollen jetzt die 
Formen des Potentiales und seiner ersten Ableitungen in zweckdienlicher Weise 
umgeformt werden. 


Da $(o,P,y) mit «@ sein Zeichen ändert, so darf für (3.) geschrie- 
ben werden: 
SP = Ze$(5-+.0,b-+Een,c4 ed). 
Läfst man nun der Abkürzung wegen zunächst die beiden letzten Argumente 
in & weg, so ist klar, dafs die rechts stehende Summe identisch ist, mit der 
folgenden: 
Ze[p(E+ 0) — BE), 

und da nach dem Taylorschen Satze: 

P(S+ea)— P(E) = eat: P(S--Hea). 

BT 
wo 0: die erste Ableitung nach & bedeutet, 

so folgt: 

SP — aZo:$b($-+Yea,b-+En,c+e'L). 
Nun ändert aber, wie oben bemerkt worden, A(«,/,y) mit ? sein Zeichen. 


also auch 0: mit 5-+e'n; es darf daher, wie oben, für die vorstehende 
Gleichung geschrieben werden: 
SP = aZ!öd;.$h($-+Y9a,n+eb,c-+e'd), 

oder, indem man wie vorher weiter schliefst: 

sP— abZÖ,, P(S+ Fea,n+Feb,c-+ ET), 
wo ö,, die zweite Ableitung nach & und n bedeutet, und 0<9'<-1. End- 
lich ändert auch 0,5 P(e, P,y) mit y sein Zeichen, wie aus (6.) folgt, also 
erhält man durch Wiederholung desselben Verfahrens: 


8P = aberö,,.P(E-+ Fea,n + 9Eb, E498'c), 
wo © r die dritte Ableitung nach & und 7 und Z bedeutet und 0<9"<1. 


>,’ 


Hieraus folgt aber nach (10.): 


3) P= abe Z-. 
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wo 
Ri = ($--9sa)’+ (n+-FEby 4 (C+9"Ee) 
geseizi worden, und die Gröfsen 9, 9, 9 zwischen O0 und 1 liegen. 
Zu dieser Gleichung ist zu bemerken, dafs die Gröfsen 9, 9, 9" 


eigentlich mit Indices versehen sein müssen, welche anzeigen, dafs sie für 
die verschiedenen Werthe von &, &, &’ nicht dieselben Werthe besitzen. 
Diese Unterscheidung ist jedoch weggelassen worden, weil keine andere 
Eigenschaft der Gröfsen 9, 9, #°’ gebraucht wird, als die, dafs sie zwischen 
0 und 1 liegen. Ferner ist ersichtlich, dafs man Ausdrücke für die ersten 
Ableitungen nach $, n, { aus (13.) durch Differentiation nach 5, 7, € unter 
der Voraussetzung, dafs 9, 9, 9" constant sind, ableiten darf. Denn würde 
man die eigentlichen Ausdrücke für die Ableitungen, so wie sie aus der Glei- 
chung (11.) folgen, in derselben Weise behandeln, wie es mit der Form des 
Potentiales selbst geschehen ist, wobei man bemerken möge, dafs dies möglich 
ist. weil A'(e, ?,y) denselben Werth behält, wenn « sein Zeichen ändert. 
also A(S-+.) für X(a--e£) geschrieben werden darf, so würde man gerade 
auf die Ausdrücke kommen. welche man durch Differentiation unter der Vor- 
aussetzung,. dafs 9, 9, 9” constant sind, aus der Gleichung (13.) direct er- 
hält. Natürlich sind dann die Gröfsen 9%, 9, 9" in den Ableitungen mil 
denen der Gleichung (13.) nicht idenlisch. aber diese Eigenschaft wird auch 
nicht angewendet. 
Nach diesen Bemerkungen folgt nun aus (13.): 


oP ‚Etrdea oP n+Wel oP CIE". 
m = BT OD knhun —— 5, z . > — — abe=:T?. . 
og R' on Mi: k' 














und diese Gleichungen in Verbindung mit (13.) zeigen ohne Weiteres. dafs 
Ä je MO :) EEE | u 
die Ausdrücke SP, „P, ZP; 5°’ N"—, 6 — 

1.2 m \ 22 SE | 26 Du oE ’ on = FoJa 


wie viele von den Gröfsen 5, 7, & auch unendlich werden, und welche Werthe 


- 





immer endlich bleiben. 


die Verhältnisse 7:5, und &:£ auch im Unendlichen haben mögen. Der 
zweiten Bedingung wird daher vollständig genügt. 

Auch die dritte Bedingung ist erfüllt. Denn aus der Gleichung (12.) 
pP pP ap 
Be? a? or 
vorkommenden arcig immer zwischen — 4rı und 4rı liegen, und ferner, dafs diese 





folgt, dafs die Gröfsen eindeutig sind. da die in ihnen 
Werthe überall endlich bleiben, selbst wenn ($,n7,&) im Unendlichen liegt. 
Es ist daher nur noch zu zeigen, dafs sie der gegebenen partiellen Differential- 
gleichung AP = — 4nz genügen. 
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Hierzu ist nach (7.) 








0» 2 BY 

Dat . — Sarclig a0 . 
also auch 

o’D yu 

—- = — Sarcle — 

op’ > ßo 
und = 

o°( ad 

_— — — Sarlte — 

or” 5 yo 
Durch Addition dieser Ausdrücke erhält man: 

(14) A$b= —An, 
wenn die Gröflsen «, 5, y positiv sind. Denn die beiden ersten arclg geben 


70 
a 





addirt arclg —;-, und dieser mit dem letzten zusammen giebt, wie man sofor! 


sieht. 477. 
Ist nun (S,n,{) ein innerer Punkt, so sind die Argumente sämmtlicher 
p in (3.) positiv und man erhält daher sofort mit Hülfe von (14.) 
AP = —4An. 


Ist dagegen ($,n,{) ein äufserer Punkt, so ist mindestens eine der Bedin- 
sungen $>a, n >b, SC >e erfüllt. Sei z. B. 5>au, so darf für (3.) ge- 
schrieben werden: 

sP = FZeb$h($-+ea,n+.0,{-+.c), 
und da nun in allen & das erste Argument jedenfalls positiv ist. so erhäll 
man durch (14.) 

AP = —inZı.e, 

wo 4 einen von dem Verhalten der Gröfsen n, Z, also jedenfalls nur von den 
Zeichen € und 8’ abhängigen Coelfficienten bedeutet. Da also in der vor- 
stehenden Gleichung die Summe nach & verschwindet, so ist 


AP u 0, 


und dasselbe tritt ein, wenn man von einer der Bedingungen 7 >b, C>e 


ausgeht, weil dann jedenfalls die Summen nach @ oder e” verschwinden. Es 
ist daher für jeden äufseren Punkt 


AP — 0, 


und damit gezeigt, dafs auch der dritten Bedingung genügt wird. 
Hiermit sind also die gegebenen Ausdrücke nach der Dirichletschen 
Methode vollständig verificirt, und es folgt daher auch auf diese Weise, dafs 
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(3.) das Potential eines homogenen rechtwinkligen Parallelepipedums dar- 
stell. — Durch die Kenntnifs des Raumpotentiales wird man nun auch in den 
Stand gesetzt für alle Lagen von (5,n,{) das Flächenpotential anzugeben. 
Denn es leuchtet sofort ein. dafs das Potential der Oberfläche eines recht- 
winkligen Parallelepipedums mit den Seiten 2a, 2b, 2c in Beziehung auf einen 
Punkt (5, ,,{). welches mit V (a,b,c,&,n,{) bezeichnet werden möge. gegeben 
ist durch die Gleichung: 

or ,2P , a 

tat ze 

wo P das entsprechende Raumpotential bedeutet. — Ich bemerke endlich 
noch zum Schlusse. dafs dieselbe Methode auch ausreicht. um das Potential 
eines beliebigen homogenen Parallelepipedums zu finden. 


Berlin. im Juni 1860. 
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Note sur la transformation de T'schirnhausen. 
(Par M. A. Cayley.) 































On trouve dans le memoire de M. Hermite „Sur quelques Iheoremes 
d’algebre et la resolution de l’equalion du quatrieme degre” (Comptes Rendus 
. XLVI, p. 961, 1858) un theoreme tres-important relalif a la transformation 
de Tschirnhausen, a l’aide de laquelle une equation f(x) = 0 est trans- 
formee en une aulre du meme degre en y par la substituiion y=yr, oü 
yx designe une fonclion ralionnelle. En considerant pour fixer les idees une 
equalion du qualrieme degre 

Brit) —= oO, 

M. Hermite donne a l’equation „= gx la forme que voici, 
y=aT+ (ax -+ 4b) T,+ (ax’ + 46x + 6e) T, + (au? -+4ba2” + 6er-4d) T. 
et il fait voir que les coelficients de la transformee en y ont la propriete 
suivante: toule fonclion de ces coelficients, laquelle exprimee en fonction de 
a,b, c,d,e, T, 7,. T,, T, ne contient pas 7’, est un invariant, c. A. d. 
un invariant des deux fonclions 

(a,b,c,d,e)(&,n), (T,, Tı. T.)n, —E)*. 
Cela revient ä dire qu’en supposant la valeur de T' determinece de maniere 
a faire evanouir dans l’equation en y le coefficient du second terme (de y’), 
les autres coefficienis seront des invariants, de sorte que si dans le polynome 
en y qui est egale a zero on considere y comme une constante absolue le 
polynome tout entier sera un invariant des deux fonctions ei-dessus menlionnees. 
On trouve sans peine la valeur que doit avoir 7, elle est donnee par l’equation 


0 = aT+3T,-+3cT, +dT,. 
ce qui conduit pour y ä la valeur r 
y = (ar-+b)T,+(ar’+4b2 -+ 3c) T,+ (ax? - 452° 60x --3d)T; 


= et en meme lemps la transformee en y aura la propriele dont il s’agit. 


Ka ee 


3 Par rapport ä la forme de l’expression que l’on vient de trouver pour 
y il est bon de remarquer que les coefficients numeriques qu’on y rencontre, 
hormis ceux du terme en x", ou de 57,4 3cT,-+3dT,, sont les coefficients 
de la puissance (1,1)*, tandis que les coefficients qui ont &l& designes comme 
aisant exceplion sont ceux de la puissance (1.1). Une remarque pareille 














260 Cayley, transformation de Tschirnhausen. 


s’applique au cas general. Pour demontrer le theoreme Enonce, je represente 


- 


l’equation qui vient d’etre €crite par y=V, la transformee en y sera done 


(y- v,) y V.).(y— V,.(y— V;) =, 
ou V,. V5. V,, V, sont ce que devient V lorsqu’on y substitue successivemen! 
pour les quatre racines de l’equalion (@, b,c,d,e)(x,1)'—=0. Or, en con- 
siderant y comme une constante, pour que l’expression qui forme la premiere 
partie de l’equation que on vient d’ecrire soit un invariant, les conditions 
remplir consistent en ce que celle expression se reduise a zero au moyen 


de l’un et l’autre des operateurs 

ao, Zu. 2bo,. -- 3cla-+ 4do, Si ( T, Ör - 2T, Or) . 

460 ,+ 3c0,+2d0,+ edı— (RT, ör + Tor). 
Ges conditions seront salisfaites si chacun des facteurs y— V, etc. est doue 
de cette m&me propriete, c. ä. d. si y—V ou plus simplement, si V en y faisant 
r egal A l’une des racines de l’equation en x se reduit A zero au moyen de 


’un ei l’autre des deux operateurs ci-dessus ecrits. Je considere le premier 
des deux operaleurs et pour abreger je le designe par 


4—(T,0r,+?T,07r,). 
Pour avoir SV, il faut d’abord former la valeur de fx. On l’obtient en 
operant avee F sur l’equalion (a,b, c,d,e)(w,1)'=0, ce qui donne 
(a,b,c,d)x,1)’4x0-+(a,b,c,d\z,1’=0, u Jae=-—1. 
La partie de /V qui depend de la variation de x est par consequent 
— aT, + (— 2ar — 4b) T, + (— 3ax” — Sbr — 6e) T,. 
Pour l’autre partie de /V on trouve aisement 
aT', + (dax -- 65) T, + (dar? -+125r--9e) T;, 
et de la en ajoutant 
AV = 2%(ax +b)T, + (ax +4bx2-+3c)T, 
ce qui est precisement egal ä 
(T,0r,+2T,0,,)V. 
Donc V se reduit a zero par l’operateur 
4—(T,ör +2T,0,,). 
De meme en representant le second operateur par 
V—(2T,ör. + Tıör) 
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on trouve d’abord 

(a,bd,c,d)(z,1’Vr+x.(b,c,d,e)(r,1) = 0, 
mais en ayant egard a l’equation (a,°,c,d,e\'r,1—=0 la valeur de Vrx 
se reduit a Vve=2°. La partie de VV due ä la variation de x est par 
consequent 


ax’ T,+ (2ax’ + 45x”) T, + (3ax’ + 8br°+6cx°) T,. 
L’autre partie de VV est 
(A4br --3c) T,+ (452° + 12cx -- 64) T, + (4b -—- 12er’ -+12dx 1 3c) T),. 
En les ajoutant, le coefficient de T', s’evanouit en vertu de l’öquation en «, 
et l’on trouve 
VV = (as? --4b2+43c) T,+2(ar’+4b2°+6cr-3d)T,. 
ce qui est pr&cisement egal ä 
2T,0r,+T,0r)V. 
V se reduit done a zero au moyen de l’operateur 
V—-(2T,ö,,+ T,07,), 
ce qui acheve la demonstration dont il s’agissait. Il va sans dire que la de- 
monstration serait conduite d’une maniere semblable pour une &qualion de degre 
queleonque. Pour avoir l’exemple le plus simple, je prends les &quations 
(s,.54)(5,1) = 0, 
y = (ac -+b)T,+(ar”-+3br-2c)T,, 
et pour effeciuer l’elimination j’ecris 
Ye (ax +bx2) T,+(—cr —d)T,, 
yo? — (— 2b2? — 3cx — d) T,+(— cx’— de) T,. 
Maintenant on a les trois &quations 
0—=bT,+2:T,—y+z(aT,+32T) +2.aT,, 
0 — dT, +2bT,—cT,—y)+z’°.aT,. 
0 — AT, +2(—3cT,— dT,)+x’(—2dT,—cT,—y). 


done l’equation en y est 


\ 


\ 


| 





y—bT,—-2T, an, — T,, — 43, — (). 
dT,. y—bT,-+cT,, — aT, 
AT. 3cT,+dT,. y+2T,-+cT, 





En ordonnant ce determinant suivant les puissances de y, les coefficients de 
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yY’, Y’, Y; Y' deviennent des formes binaires en T,, T,, des ordres 0, 1, 2, 3, 
En calculant les valeurs de ces quatre coeflicients on les trouve respeclivemen! 
= $ 
— 0 
—= 3(ac—b*’, ad—be, bd—e’\T,, T)’ 
— (a’d— 3abe+2b’, Jabd— bac’+3b?’e, —Iaed+6b’d—3be?, —ad’+3bed—2e’\(T,, Br 
c’est a dire que l’equation en y est celle-ci: 

y’+3y(ac—b’, ada—be,bd—.c’)\(T,, T,)* 


+(a’d—3abe+?2b’,3abd— 6uc’+3b’e,—3acd+6b’d—3be’,—ad’+3bed—2e‘)(T,, T )’=U 


equation qui remplit en effet la condition ci-dessus mentionnee, d’avoir pour 
coefficients des invariants des deux formes: 


(@, b, c, d)(s; n), (T,, T,)(n, —$). 

Dans le cas particulier dont il s’agit et oü la fonction (T,, T,)(n, —S) est 
lineaire, on peut meme dire que les coefficients sont des covariants de la 
seule fonction (a,d,c,d)(T,,T,)’ en y considerant T,, T, comme les variables. 

J’ai cru qu’il y avait de l’interet de donner cette verification. D’ailleurs 
je remarque qu’au moyen du theoreme m&me on aurait pu trouver de suite 
l’equation en y, en ecrivant d’abord T,=0, ce qui donne le systeme 

(a,b, c,d)(z, 1)’ = 0, 


y= (ac-+HbT, 
et de la 


— (a, b,c,d)(y—DT,,aT,)‘ — 0 


ou enfin 

y?+3y(#®— ac)T; + (ad—3abe+2b)T; — 0. 
Les valeurs des coefficients peuvent &tre completees eu egard ä ce quils 
doivent &tre des invariants de (a,d,c, d)(&,n)‘, (T,, T,)(n, —$) (ou, comme on 
vient de le dire, des covariants de («,d,c,d)(T,, T,)’). Mais ce n’est que 
dans le cas particulier, oü les coefficients T,, T, sont au nombre de deux, 
que l’on peut reduire la seconde equation a une &quation lineaire. 


Londres, 18 Avril 1860. 
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Deuxieme note sur la transformatıon de 


T'schirnhausen. 
(Par M. A. Cayley.) 





A la fin de ma premiere note sur ce sujel j’ai applique la trans- 
formation de T'schernhausen a l’&quation du troisieme degr& mise sous la forme 
ax’ +3b2°+3cr-+d — (a,b,c,d)(xz,1)' = 0. 

En y substituant 45, 4c au lieu de 5, c, cette @quation se change en 
ar’ +br’+cc+d= (a,b, c,d)(x, 1)’ = 0 
ei en meme temps le resultat obtenu dans ma premire note s’enonce de la 
maniere suivante: 
En calceulant pour l’equation 
(a,b,c,d)\(x,1)' = 0 
la transformee en 
— (ar-+45b)T,+ (a +br-+3c)T, 
on obtient 
TBac—b) | 
4 4 + TT,(9ad— be)|y | 
1 T! (3bd — ec’) | 
T} (27a’d— 9abc + 26°) 

w \+TET, (27abd—18ac’+35'c) | 
a De | 
‚+ T?(—27ad’-+ 9bed—2c‘) 

Je vais me servir de cette formule, pour en deduire l’equation qui d’une 

maniere analogue est la transformee de l’&quation du quatrieme ordre 


(a,b,c,d,e)\(x,1)* = 0. 








J’ecris d’abord 
(a,b, c,d, er, IV = 
—= (ax -45)T,-+ (ax +b24320)T,+( (are +br’+cc-+3d)T., 
ei je remarque qu’en faisant e—=0, le systeme propose se partage en deux, 


34 * 
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dont le premier est: 


. 
| 


0, 
45T, +2eT,-+3dT,), 


et le second: 

(a,b,c,d)(z,1) = 0, 

y — (02435) T,+ (ax + ba + Je), — 1dT,; 

ou, ce qui est la m&me chose: 

(a,b, c, d)®, 1) —= 0, 

y-+ 313 (DT,-+ 2cT, + 34T,) — (ar + 45) T,+ (aa° + dx + 36) T,. 

Une eirconstance analogue a lieu dans l’equation en y, resultat de l’elimi- 
nalion du systeme propose. Pour e=0 son premier membre se resout de 
m&me en deux facteurs qui egales a zero sont les resultats de l’elimination du 


premier et du second systeme ci-dessus ecrits. Le premier de ces deux 
facteurs est done 
y—+4(bT,+RcT, +3dT;); 
et le second (en vertu de la formule donn&ee anterieurement) 
{+ 12 (1,4 2eT,-+ 3dT,)} 

+ 3 [Bae—b)T, + etc.]1y + 15 (dT,-42cT, + 3dT;)} 

+ 21, [(27a’d — Yabe + 20°) T, —- etc.]. 
Done en multipliant les deux facteurs, et en egalant a zero leur produit, on a la 
transformee en y de la forme (a,b,c,d,0)(x,1)‘. Or dans le cas general, 
ou e est different de zero, les coefficients de la transformee en y sont des 
invariants des deux formes 


(a, b, c,d, e)(5» n)» To T, rm — 5). 
Cette propriete permet de deduire leurs valeurs generales des valeurs parti- 
eulieres qu’ils ont pour e=0. Je formerai de cette maniere la transformee 
en y pour la forme (a,5b,c,d,0)(x,1)‘, je passerai de la a la forme 
(a,b, c,d,0)(x,1)* (ce qui se fait en &crivant 4b, 6c, Ad au lieu de b, c, d) 
e! enfin je completerai les valeurs des coefficients en y introduisant e au 


moyen de la propriete que doivent posseder les coefficients d’etre des in- 
varianis des deux formes 


(a,b,c,d,e)\(&n), (To, Ti, R)m — 8)". 
On obtient d’abord l’equalion en y sous la forme 


(1,0, 6, D, ey; 1)' —=(, 
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86 — T} (Sac — 3#°) 
+ T,T, (24ad — 4be) 
+ Tr (8bd — 4c°) 
+ T,T,(—4cd) 
+ 7-30) 
T, (Sa’d — 4abec -—- 16°) 
+ T5 T, (dabd — Sac’ + 2b’c) 
+ T,T, (— 16acd-- 4b’d) 
+ Ti(— 8ad’) 
+ T, T,(— 4acd-- 1b’d) 
+ T,T,T,(—12ad?) 
+ T7 T,(— 4bd’) 
+ T, T7 (— 15d’) 
{T,T}(—2ecd’) 
+ 71a) 


256€ — T; (64a’dbd -1- 16ab’c — 3b*) 
+ TE T,(—128a’ed — 80ab’d + 64abe’ — Bb’e) 
+ TS T, (—128abed + 64ac? — 48b’d -— Sb’c‘) 
+ T, T} (64abd? + 64ac’d — 128b’cd -+ 32be’) 
+  Tr(128acd” — 64bc’d-- 16c*) 
+ TT,(—1920°d? + 32abed — Ab’d) 
+ TST,T,(— 288abd’ + 64ac’d-- Sb’cd) 
+ T,T}T,(—1605?d?-+48be’d) 
+ T/T,(+ 192ad? — 1286cd’-+ 32c’d) 
+ TST; (— 48acd? + 140’d’) Ar 
+T,T,T7 (— 144ad’ + 8bed’) 
+ TIT5 (— 48bd’ + Sc’d?) 
+ T,T} (— 4bd’) 
E. +T,T} (— 8ed’) 
E + 1-34) 
Ce calcul acheve et substituant la forme (a,d,c,d,O)(5,n)'‘ au lieu de 
(a,d,c,d,0O)(£,n)* (ou 45, 6c, Ad au lieu de d, c, d) on obtient tous les 


—— 


sd 


| 


D=4] 





266 





Cayley, transformation de Tschirnhausen. 





termes de l’equation cherchee, hormis ceux qui contiennent e: et ces derniers 
s’obtiennent au moyen de ce que les coefficients des differentes puissances de 
y se reduisent a zero par l’operateur 
aö,-+ 260.4 3e04+ 4dO,— T,0r,—2T,6r.. 
Cela ne presente pas de difficulte, je supprime done les caleuls intermediaires 
et je donne le resultat final que voici: les &quations 


(a,b,c,d,e)(x,1)* — 0, 


Yy 


conduisent a la transformee: 


(1, 0, G, D, Ey; 1)? =—= 0, 


ou Von a 


nr 























(ax +5) T,+ (ax? + 4bx-+ 3e) T,+ (ax? + 4br? + 6cx +4 3d)T, 




































































> MR: u u, TT, T; 
G=2| +3ae | +6ad | +2ae | +iae | +6be | +3ce 
— 30° | —6be | —R2bd | +Sbd | —6ed | — Id? 

— 9e? 

A TE. FROCHEEUT TE ur ER - T 
+1a?d | +1a?e | +1abe | + 4abe| — 6ad?|—Aad? | — ade |— Aade| — 1ae? Pr | 
— 3abe | +2abd| —3aed —12acd| + 6b*e | +4b*e | + 3bee |+12beel —2bde | +3cde 
+2 | —9ae? | +2b?d | + 8b°d — 2a? |— Sbd? + 9c’e |—2d° | 

| + 6b?e — 6ed? | 

CE — 

Ar T?T, T?T, u. SS, T,T} .. .EmT, 
+1a’e | + Sa?be | +12u’ce | — G6ua?ce | +60abee |— Aa’de) + 2ute? |— Au?e’ 
—4a’bd| — I2u’cd | —12a’d? | +30ab’e | — T2abd? | — 12abee| —16abde | + 20abde 
+6ab?e | —20ab’d | — Bab’e | —48abed | +36uc’d \+ 16abd*| +36ucte | + 36acte 
— 3b‘ +936abe* | +i2abed | +54ac? |—36h’e |+ 36ac’d| —18ucd? | —1605°d’ 

—12b’e | + Abd |—48b’d | +12b’ed | + 48b’e | —18b?ce | +108bc’d 
+ 18b?e? —192b’ed | +14b?d? | 
+108be° 
Pi T, T, T, T/ T, T, #2 2. u T, T, 2, 

+  Aafe? | +60acde |— Aabe* | +12ace* | — Gace* | + Sude? | +1ae’ 

— 16abde) —36ud? |— 12acde| — Suad*e | +30ad?e | —12hee* | —4Abde? 

— 18ac’e | —T2b*’de \+ 48ad? | —12b?e* | —48bede | —20Obd?e | +6cd*e 

+ 48acd?| +36be’e |+ 165b?’de | +12bede |—48bd? | +36c’de | —3d* 

+ 48b’ce | +12bed* |+ 36be’e | — Abd? | +54cte | —12cd’ 

— 144he’d — 192bed? +18c’qd? 

+ Ste! +108c’d 





























& 
= 
= 


= 
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| 


U’ 
H' 


aT; + 4bT,T, + c(2T,T,+4T}) + 4dT,T,+ eT}, 

(ac—b*) T; +2 (ad—be) T,T,-+ (ae — 2bd + c’) T,T,+4(bd—c’)T, 
+2 (be—cd) T,T, + (ce— d’)T; 

et je represente par 4’ la valeur qui vient d’etre trouvee pour D. Ces 

expressions U’, H', &' sont des invariants des deux formes (a, b, ec, d, e) (5, n)'. 

(T,. Ti, T2)(n, —5)’, on a de plus les invariants 

ue—4bd-+3cC, ace— ad’ — b’e-+R2bed— ce, 
que je represente comme a l’ordinaire par /, J et l’invariant T,T,— T, que 
je represente par ©. Cela pose on a 


| 


€ = 64'210, 
D —= 4P), 
€ — IU”—3H” + PO? 4 12J0'U' + 210'H. 


La derniere de ces equations peut ötre verifiee aisement, pour cela on a 
seulement besoin de remarquer qu’en posant „= e—=1, b—=d=(0, c—4, 
elle devient 


(1430) (T?+0(2T,T, +47) +3 

— 3 (97? + (146) T,T, — 46T? + HT?) 

+ (143) (T,T, — T}) 

+12 — #)\TR—T) (TI +0QRTT,+A4T))+T}) 
+2(1+3@)(T,T,— T2) (OT? 4 (1-4 @) T,T,— 46T} + OT) 


= TW 

+ T3T, (126) 

+ T3T2(— 60-4546) 

+ T3T2 (24366) 

+ TTT,(— 4 r 366°) 

+ T}(1— 186° + 816%) 

+ TTE(— 60 4540) 

+ T,Tz (120) 

+rR 
equation qui est identique. L’expression de l’invariant / (quadrinvariant ) 
de la fonction (1,0, C,D, E/(y,1)' est E+3(4E” ou E+3(H’— O0’) 
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c’est a dire 
IU" — 3H" + P0” + 12J0'U'-+210'H' 
+ 93H" -+1ıLP°0” — 210'H' 
ou enfin 
IU”" 4170” - 12 JO'U' 


ce qui est egal a 

[AU' +6JO% +4 (PP — 279°) 0°], 
La condition a remplir pour que cet invariant se reduise ä zero peut donc 
etre presentee sous la forme 

IU' -—- [6J +2 y— 4 — 27J°)]0' —= 0 


ce qui s’accorde avec un r6sultat trouve par M. Hersinite. 





Il doit y avoir, ce me semble, une &quation identique de la forme 
JU” — IU”H'--4H"”+ MO! —= — &” 

qui servirait a exprimer le carr&e de &' au moyen des aulres invarianis 
U', H', 0, 1, J, mais en supposant que celte @equalion existe, la forme du 
facteur M, que je n’ai pas encore cherchee, reste a determiner; l’invariant J 
(eubinvariant) de la forme (1,0,&,D,&)(y, 1)‘ contient 2", et il faudrail 
employer l’identitö dont on vient de parler pour reduire a sa forme la plus 
simple cet invariant; dans l’etat actuel de la question je ne m’occupe donc 
pas de l’expression du cubinvariant de (1,0, &,D, &)(y, 1)*. 


nr 


Pour passer au cas d’une equalion du cinquieme ordre, on devra faire 
usage de la formule qui se rapporle ä la forme (a,b, c,d,e)(x,1)‘. En faisan! 
la substitution necessaire on arrive A ce resultai que pour l’equation 


(a,b,c,d,e)(x,1)* = 0 


u 


la transformee en 


y = (a0-+45) T,4 (ax +62 +30) T,+ (aa +be’ + ex + 44)T, 


est la suivante 


(1,0,8,D, Ey, 1) = 0, 


ur 





T} 


+ Sac 
— 3b? 


u. 2,5 T? TT, ; 8 
+24ad 
— 4be 


+32ae | +16ae| +24be| 18ce | 
— 2bd\ + Sbad| — Acd| — Id? 
— 4c? 





‘=4 

















1 
356 
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DD — 
un Bun En BEN ri, In un ur HI, 
ı 18a‘ 1 /432u?e | + Babe |+ 32abe |—12ad?| —Sad” | — Bade —320del-—3 2ae? | — She? 
—4abe |+ 4abd| — Aacd|—16aed| +Hi2b*e | +8h°e | +4hee |+16hee — Abe! + 4cde 
Ir — 8ac?ı +1b’d + Ah’d — 1bd?’| — Abd” + See | —1d? 
| + 21°- | — Zen?) 
& — 
nn I, 1 f 1 ” T, 2, u, =; 1 / T, T, 2; Kae 1 Pr e, B,; 1 r 1 j 
ae are | +512u’be | + 512u’ce | —256u°ce 1640abee 256arde -512u?e? ” -10240°e* 
I 64u4bd |— 128a*ed\ — 192a’d?| +480ab?e | —288abd*| —12Sabee re le| +320abde | 
+ 16ab?e | — 80ab’d | — 128ab?e | —128abed| + 64uc’d | + 64abd*| 1 256uc’e | + 1 25600? e | 
Bi 3b" +64ahe?* \+ 32abed| + 64ac? |—144h’e | + 64ac’d 4Sacd?|— 1606’? | 
| — Sb’de |— Abid \— ASb?d | + Sbred | -+H19%b’e | + 48b?ee + 48be ZA 
+ 8b?e? —128b2ed! + 144? ? 
+ 32be? | 
T; 2 T, #; 2, T, E, ”». } Pe u. T, T} u, 
+256u?e? + 640 acde — 256ube* | + 512uce? —256uce? | +512ade?| +256ue’ 
— 256abde | — 144uad? |— 128acde |— 128ad?e|+480ud?e | — 12Shee? | — 64bde? 
— 128 uc’e |—288h?’de | +192ad? \— 1924?e* —128bede |— SObd?e| + 16cd°e 
+128Sacd?|+ 64hc’e |+ 64hb*de |+ 32bede — 4Shbd® | + 64crde|— Bd 
+428b®?ce | + Sbed’|-+ 64bere |— Abd’ |+ 6dcke — Bed’ 
| 
— 64he’d — 12Sbed’ + Seid? | 
+ 16c + 32c’d | 











Londres,. 11 Mai 1860. 





pour l’equation du cinquieme ordre. 





Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft3. 








En m’appuyant sur ce resultat j’espere etre a möme de trouver la formule 
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Ueber Interpolation nach der Methode der kleinsten 
Quadrate. 


(Von ©. W. Borchardt.) 





Indem ich in einer Abhandlung, welche in den Schriften der hiesigen 
Academie erscheint, eine Interpolationsformel für eine Art symmetrischer 
Functionen aufstellte und dieselbe auf verschiedene Probleme der Algebra aı- 
wandte, unter anderen auf die T'schebischefsche Aufgabe, eine ganze Funclion 
vsegebener Ordnung nach der Meihode der kleinsten Quadrate zu bestimmen. 
wenn eine gröfsere Anzahl von Werthen derselben gegeben ist, als sie nach 
ihrer Ordnung anzunehmen fähig ist, — gelangte ich aufser den von Herm 
T'schebtschef selbst gegebenen Formen für die Lösung dieser Aufgabe zu 
einigen anderen, von welchen die eine, die das Ergebnifs in combinatorischer 
(Gestalt liefert, schon um deswillen bemerkenswerih ist, weil sie, ohne irgend 
eine Rechnung zu erfordern, sich als blofse Folgerung aus der allgemeinen Regel 
erweist, die Jacob? im 22°“ Bande dieses Journals für die Bestimmung naclı 
der Methode der kleinsten Quadrate gegeben hat. Jacobi stellt sich nämlich 
die Frage, wie sich der Werth, den die Methode der kleinsten Quadrate zur 
Lösung eines überzähligen *) Systems linearer Gleichungen für eine einzelne 
Unbekannte liefert, aus allen den Werlthen zusammenseizt, die man für die- 
selbe Unbekannte erhält, wenn man aus dem gegebenen überzähligen System 
auf alle Arten ein vollzähliges herausgreift. Er findet, dals wenn man für 
jedes vollzählige System die Determinante bildet und ihr Quadrat als das 
Gewicht des aus diesem System hervorgehenden Werths betrachtet, das unter 





*) Es ist kaum nölhig besonders zu sagen, dafs ein System linearer Gleichungen 
(die hier immer als unabhängig von einander vorausgesetzt werden) ein überzähliges ge- 
nannt wird, wenn die Anzahl der Gleichungen gröfser ist als die der Unbekannten, so 
dafs man ihnen nicht allen gleichzeitig genügen kann, dagegen ein vollzähliges, wenn 
beide Anzahlen gleich sind, so dafs man ihnen und zwar nur auf eine Weise genügen kann. 
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dieser Hypothese genommene Mittel *) aus allen Werthen derjenige ist. wel- 
chen die Methode der kleinsten Quadrate liefert. Diese Jucobische Regel ist 
natürlich nicht blofs auf jede einzelne Unbekannte anwendbar, sondern eben- 
sowohl auf jeden aus den Unbekannten linear zusammengeseizien Ausdruck. 


Die Tschebischefsche Aufgabe ist ein besonderer Fall der von Jacobi 
betrachteten allgemeinen, nämlich derjenige, wo das System linearer Glei- 
chungen das folgende ist: 

da, %a, = Ha,A,. 


Hier hat man dem Index r die Werthe 1, 2, ... n zu geben, Kr ist die 


ten 


unbekannte ganze Funclion an" Grades, wo m<n—1, A, der gesebene 


Werth. den sie für == «, annehmen soll und «, das Maals der Genanie- 
keit der Gleichung $e,== A,, so dafs nach Multiplieation mit de, diese Glei- 
chung für r—=1,2,...n ein System von Gleichungen giebt, die alle gleicl: 
genau sind (eine Annalıme, die Jacobi bei Aufstellung seiner Regel gemach! 
hat). Die Unbekannten dieses überzähligen Systems sind die Coeffieienten 
von 5x, und 5x selbst ist eine lineare Function derselben. also nach de: 
Jacobischen Regel bestimmbar. Wählt man aus dem gegebenen überzähligen 
System irgend ein vollzähliges, d.h. von »»--1 Gleichungen aus, z. B. die 
Gleichungen, welche den Werthen 1, 2, ... »»--1 des Index r entsprechen. 
so ist die Determinante aus diesem vollzähligen linearen System bekanntlich 


0«,002...00.,14(0,, O. ... Ö m -1/*% 


wo 4 das alternirende Dillerenzenproduct der Gröfsen &,. &. ... @,., be- 
zeichnet. Das Quadrat dieses Ausdrucks ist also das Gewicht des aus dem 
ausgewählten vollzähligen System hervorgehenden Werthes von &.r, d. h. 
des Werthes 








A R —U,...H — Om+i 2 ! 4 L—0, ........ X — Um 
1 + 


3 


a —04,..& —Um-+l j Em+41— 0%, ... Em+1 7 Um 


nach der Jacobischen Regel ergiebt sich also für x der nach der Methode 





*) Sind 9, 925 935 -.. die Gewichte der Werthe «,, w,, u,, ... von «, so ist 
das nach dieser Hypothese genommene Mittel 


g,%, +9, 49,0, + 
HrerHr" 
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der kleinsten Quadrate bestimmte Werth in combinatorischer Form: 


ge = 


ER. © — Om+l X—U ..00.+r® ——) 


\ 2 o 
I ( | ( En er im 
IN da, ...Aam 4 ı I@, ...&m Fl A, u E +Anz+ı z 


Gy... —On+i m] zu & + Em+1 Am 











\ 2 
50a, ...dam+ı dla, ...Cm+ı)) 





wo die Summen S über alle Combinationen zu m--1 der Grölsen o,. &. ... «, 
auszudehnen sind. 
. . Pan “ . 14 . r 
Dies Resultat ist natürlich nur formell von dem T'schebischefschen 


verschieden. 


Berlin. im September 1860. 




























Ueber eine Classe von Eliminationsproblemen und 
über einige Punkte der Theorie der Polaren. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe. ) 


I. zwei früheren Aufsätzen (dieses Journal Bd. 58, p. 93 und p. 229) 
habe ich von einer Eliminationsmethode Gebrauch gemacht, welche sich 
auf eine gewisse Gattung von Problemen allgemein anwenden läfst,. und 
welche, aulser dem Vorzug der Symmetrie in Bezug auf die homogenen Ver- 
änderlichen, auch noch den andern hat, gerade auf diejenigen Formen zu 
führen. welche in der analytischen Geometrie von Bedeutung sind. Diese 
Methode ist immer anwendbar, sobald von den »» vorgelegten Gleichungen eine 
vom zweiten. 22 —2 vom ersten Grade sind, während die letzte von einem 
beliebig hohen Grade sein kann. Ich werde die Methode zunächst in dieser 
allgemeinen Form auseinandersetzen, sodann aber dieselbe auf einige geome- 
trische Probleme anwenden. welche bisher nicht behandelt worden sind. 


$. 1. 
Eliminationsproblem. 


Es sei p(&,, &a, ... 2m)==0 eine homogene Gleichung des n'" Grades: 
ierner 


(1.) [= Uni 2Un2,0, + — () 


eine Gleichung des zweiten Grades. Aus diesen Gleichungen und den m—2 





linearen Beziehungen 


(1) (1) _ ı 
| ie ug 0} Ki + 05 IL, ER ı On Ln BBRER Ö, 
2 (2) (2) | (2) » 
‘ | "ad = 6, LT + 0, Io + a Cm Lim — 0. 
(2.) 4 Sr 
Q —?) — n—?2) 
PP u PERRTR  , PERRTORRRIRG . PORRERT 


sollen die Veränderlichen 2,. 2&;. ... .„ eliminirt werden. 


Zu diesem Zwecke bemerke ich zunächst, dals man immer, und zwar auf 


unendlich viel verschiedene Arten, solche lineare Ausdrücke 5, 5, ... 9” 


‘ 
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bestimmen kann, dafs die Summe 


f+ BO ad BOaDI L... 4 BD am» 
identisch in zwei lineare Factoren p.y zerfällt, wo 
p a. PET PpI +" PmEnms 
y= Lt pl tt ImEm 
Aus der identischen Gleichung 


3) + zp> a —pg 


folgen dann die Relationen 
Y ‘ | au)  (h) (h) „Ch) 
(4.) Zu + (PR; 0x +0; Pk = PiYa + Pre: 

Statt der Gleichung f=0 in Verbindung mit den Gleichungen (2.) 
kann man sich nun entweder der Gleichung p=0 oder der Gleichung y=0 
bedienen. Bezeichnet man dann mit P, Q die beiden Determinanten 

5.) P= EZ+zpmeo 0...” 
>. i v 
0 = a SR " 
so kann man die Werthe der x, welche zugleich der Gleichung f=0 und 


den Gleichungen (2.) genügen, entweder durch 





' oP " 00 
(6.) u = oder «; u 
darstellen. 
Eines dieser Werthsysteme mufs auch der Gleichung y = 0 genügen. 


Ich setze zu dem Ende diese in die symbolische Form 


7) 9=(arı + 4, % + . d,%n) = (bit, 4 b,.X; +" + b,, #4); 
und füge die Bestimmung hinzu, dafs nach ausgeführter Rechnung die Pro- 
ducte der « und der 5 durch die entsprechenden Coefficienten der Function 4 


ersetzt werden sollen. 
Die gesuchte Eliminationsgleichung läfst sich dann in der symbolischen 


Form darstellen: 


8) 22 0- 
42 + ++)" + tb tan)". 
welche durch die symbolischen Substitutionen in 

2y (2).y(x") = 0 
übergeht. 








REN 





a N Er a a en nn REN 
a U a ee En a ne in 


Glebsch, über eine Ölasse von Eliminationsproblemen. 


Jetzt mögen A, B, C die folgenden Ausdrücke bedeuten: 


A = (a2, 442-4 +) (a,Xı + A, +++). 
| B—= (b2itb,2,4..)(bhe) 4 by) 4...) 
(9.) 2C = (140,1, + +)(br, +60, 4...) 
+, +b2,4..)(ar +40, ++ 
_— 3:0, — ae 


Der Ausdruck AR läfst sich dann leicht durch A, B, € darstellen. denn es 
wird offenbar: 


2R = [C+YC”— AB" + IC — YC’— ABV, 








oder 


ee n.n—1 In _ ' n.n—1.n—2.n—3 nl Dh 
Bere - ar TEC AB) -—0. 








Die Ausdrücke A, B, Ü sollen nun näher untersucht werden. Jeder der 
linearen Factoren, welche A enthält, geht mit Hülfe von (6.) in eine De- 
terminante über. so dafs 


(1) 0) ın—? (1) 0) (m—?) 
A= !F7ram% 0, Br, VWE+AGE, ET \ 


“m m ) 


wird. Aber dieser Ausdruck läfst sich ferner als eine einzige Determinante 
foleendermaafsen schreiben: 




















r.% BL I, Im I mt (1) (2) (m—?) 
| PıYı Bil TPs0, ... Pi xi. L 0) 0, ...0; da, 
PP: +P3N P.Imt Pf; 4) 0) (m—2) 
ME er a BE 4; 
2 P:9: 2 : 2 2 2 
A = (—1)"! |pı Im tPmtı PrImtPn a) @) (m—2) 
\ ) 2 2 ... P m Um Om Om vr. Om A|: 
a ar a a U Kerr wu ; 
a os er a, Be 
ne ER =... er 
da, 4, Re A, ia ZURUE Z 





Wenn man hierin die p, g mit Hülfe der Gleichungen (4.) ausdrückt, so be- 


[) * “ . . . „lh) / (h) 
merkt man leicht, dafs man in der vorliegenden Determinante die in /, , P; 


multiplieirten Terme vollständig, durch Abziehen der horizontalen und vertikalen 
36 * 
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Reihen, zerstören kann, ohne dafs irgend sonst etwas verändert wird. Es 








RR . . ( ). 
genügt daher in A die p»,9,, Pi [= Pr9, „ etc. durch %,, %n, etc. zu er- 
setzen. Hierdurch gewinnt A den Ausdruck: 
(1 2 m—2 
ee 
1 2 m—? 
Us; Un . Urn a ar er a ' d> 
1 2 —?) 
Unı Un? U nm al nr a en 4, 
10°.) A=(—1)"'|,o (a) a 
(10“.) er ı : ir BB... ig 
2 2 2 
A ME Ben 
(m—2) _) _ 
“u ui ee 5 TANTE SE. 
ad, 4; a 5 Br 








Diese Determinante werde ich durch die Bezeichnung 
a”) 


a) SE 
u 
darstellen, indem die obere Reihe a, «'®, ... a die verschiedenen Vertikal- 


reihen, die untere aber die Horizontalreihen andeuten soll, welche sich in der 
vorliegenden Formel um das System 


U, Un Um 
U Un Uyn 
Unı Un. Um 
sruppiren. Bei dieser Bezeichnungsweise ist daher: 
Bl: 1 n1(® Be ) 
ri ar " we >’ BEE 7 2. 
2, ee 
Rn 0 ad) aD) „.. b/? 
Ic PR r ( WR; 6 
ur. ad) «@) bh 


dafs der in die Gleichung (10.) eingehende Aus- 
druck ©? — AB sich nach einem sehr bekannten Determinantensatze in zwei 


Factoren zerfällen läfst, so dafs mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung: 


we I 
12) @-AB—= —( a Aha 


aD) «Q) a2) 


Zugleich aber erkennt man, 





HERE 
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wird. wodurch sich (10.) auch in der Form darstellt: 


(13.) Bu nn un rD- n.n—1.n—2.n- In ED... —0: 





1.2 1.2.3.4 

welche aufserdem mit Hülfe von (12.) noch mannigfacher Veränderungen fähig ist. 

Die Gleichung (13.) stellt nun, unter Hinzunahme der symbolischen 
Substitutionen, die gesuchte Eliminationsgleichung dar; und zwar ohne über- 
flüssigen Factor. Denn man überzeugt sich leicht, indem man z. B. den Term 
C" betrachtet, dafs R für die « vom 2n', für die @« vom n'", für die Coel- 
fiienten von g aber vom zweiten Grade ist; was nach bekannten allgemeinen 
Sätzen mit dem Grade der von jedem Factor befreiten Eliminationsgleichung 
übereinstimmt. 


S. 2. 


Ueber die Curve, welche die Durchschnittspunkte der ersten und zweiten Polaren 
beschreiben, während der Pol eine beliebige Curve durchläuft. 

Es sei %(Yı,Y2, Y3)—=0 die Gleichung einer Curve des »'"" Grades. 
Bezeichnet man die Differentialquotienten von « nach den y, dividirt respective 
durch p, p.p—1, etc., durch %;, %;,, etc., so ist die Gleichung der Polare 
eines Punktes x in Bezug auf diese Curve 

(14) watWwn tur, — (0. 

Von dem Punkte « lassen sich an seine eigene Polare »—1.» — 2 
Tangenten ziehen; und die Berührungspunkte derselben liegen in den Schnitt- 
punkten der Curve (14.) mit der zweiten Polare 

(15) wat. t+. = 0. | 
Während nun x sich auf einer Curve n'” Ordnung „= 0 bewegt. durch- 
laufen diese Punkte eine andere Curve; die Gleichung derselben soll aufge- 
stellt werden. 

Man hat zu diesem Zwecke die & aus den Gleichungen (14.). (15.) 
und aus 9=0 zu eliminiren. Vergleicht man den Fall mit dem allgemeinen. 
welcher oben ausgeführt ist, so zeigt sich, dafs nur eöne Reihe von « vor- 
handen ist, nämlich die Reihe der Coefficienten # aus der Gleichung (14.). 


Es wird hiernach aus Formel (10°): 

U, Un U; U a 
U; Un U WW U 
A= |u W% uU %% @|, 
en in; BD 
0 
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oder mit Rücksicht auf die identischen Gleichungen 


HUT TUT U;T., Un tm Ur: 








Ur Un Urs 0 a, 
U, Un Us 0 d; 
A — it U u DO 4; 
0 0 Od u —a 
a % % —a 0 


wo nur a geschrieben ist für den Ausdruck 


a — dYıt+lbya+4Y;: 


Und diese Form A bringt man leicht in die folgende Gestalt: 
a Q 
A = —u(7)— a .d, 


‚ u 7 j . . 
wo die Bezeichnung (4) ganz wie oben zu deuten ist, 4 aber die aus den 


u;, gebildete Determinante bedeutet. Zugleich ist ebenso 
B= —# 1) 84, 


= —u(} ‚)— abA, 


an — -ufulh)+ ee) 


Der Kürze wegen schreibe ich noch V für den Ausdruck 


+8) 206). 


wodurch dann die eg (10.) die folgende Gestalt annimmt: 


R—0 — \ab4-+u )- en > |ab.4- -u() N u (u(,) +4V) 
ul) 








Diese Curve ist vom n(3p — 4)" Grade, wie man leicht erkennt, wenn man 
das erste Glied 





a”.b".d" —= 9.4 
betrachtet. Sie steht aufserdem mit den Curven =0, 4=0 in einem 
merkwürdigen Zusammenhange. Denn setzt man #0, so redueirt sich die 
Gleichung auf „9°. 4" —=0. Sie berührt also die Curve «= 0 an allen Orten, 
wo diese die Leiteurve 9==0 durchschneidet; und aufserdem schneidet die 
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betrachtete Curve die Curve #= 0 nur noch in den Wendepunkten derselben. 
und zwar so, dafs jeder Wendepunkt ein rfacher Punkt von R=0 wird. 
Das Letztere ist daraus ersichtlich, dafs & in Bezug auf 4 und « homogen. 
und zwar vom n“ Grade ist. Ich fasse dies in folgenden Sätzen zusammen: 

Wenn der Pol eine Curve n‘”" Grades y—0 durchläuft, so he- 
schreiben die Berührungspunkte der Tangenten, welche sich von ihm 
an seine (in Bezug uuf die Curve p'" Grades u—0 yenommene) Polare 
ziehen lassen, eine Curve der n(3p — 4)” Ordnung. 

Dieselbe berührt u=0 überall, wo diese Curve von g—UV ye- 
schnitten wird. (In n.p Punkten.) 

Die Wendepunkte von u=0 sind nfache Punkte der Curve. 
(Es giebt 3p(p— 2) solcher nfachen Punkte.) 

Ich bemerke noch, dafs das Problem der Wendepunkte als ein specieller 
Fall der vorliegenden Untersuchung aufgefalst werden kann. Denn man kann 
dasselbe in der Form darstellen: Diejenigen Punkte x einer beliebigen Curve 
p=0 sollen aufgefunden werden, von denen aus sich eine dreipunktig be- 
rührende Linie an die Curve «==0 ziehen läfst, deren Berührungspunkt dann 
y sei. In diesem Fall besteht neben den Gleichungen (14.), (15.) noch die 
Gleichung «= 0; und man sieht aus dem Obigen. dafs das Resultat der 
Elimination aus 90 und (14.), (15.) alsdann die merkwürdige Form annimmt: 


P(YyYs»y)-I = O0. 


$. 3. 
Ueber diejenigen Punkte einer Geraden, in welchen dieselbe die Polare eines ihrer 
Punkte berühren kann. 
Sei u=0 eine Curve der »'” Ordnung. Auf jeder Geraden 
e—=hY ty 0;Y,—=0 
giebt es dann solche Punkte y, deren Polare von eben dieser Geraden in einem 
Punkte x berührt wird. In der That, wenn die Gleichung der Polare durch 
v — Uyı tz W%y +%y; = 0 
bezeichnet wird, hat man nur auszudrücken, dafs die Tangente der Polare im 
Punkte x mit der Linie « zusammenfällt. Zu diesem Zweck müssen die 
Gleichungen erfüllt sein: 


YUıyıt Unya-t UsY; 
U,Yıt Un Y> 4- U,Y3 Ally , 
U.Yıt Upyat Uyy; — A0;. 


! 


Act, ’ 


\ 
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Verbindet man mit diesen Gleichungen die Gleichungen 

dıyıt Ya + 03Y; —= (, 

0, +40, — (, 
so bestimmen sich hierdurch die Verhältnisse der y, x vollständig; und zwar 
finden sich insbesondere die £ bestimmt durch die Gleichungen: 

0,0, + +0, — 0, 
a En Ta: 
(16.) Un Un U Os 


G = 1 wis — 2 20;0; U;.. 
U; Un U; O3 





\ u. m. u © 





Man kann hieraus zunächst die beiden Sätze ziehen: 

Auf jeder Geraden giebt es 2(p—2) solcher Punkte, deren Polar: 
ron eben dieser Geraden berührt wird. 

Durch jeden Punkt lassen sich zwei solcher Geraden ziehen, in 
deren jeder ein Punkt die Gerade selbst zur Tangente seiner Polare hat, 
mit dem gegebenen Punkte als Berührungspunkt. 

Und man kann hinzufügen: 

Die Hessesche Determinante, gleich Null gesetzt, giebt den geome- 
{rischen Ort derjenigen Punkte, für welche diese Geraden in eine ein- 
zige zusammenfallen. 

Bewegt sich nun die Gerade, indem sie eine Curve der n'" Classe 


(17) y(a,%,.%) = 0 


umhüllt. so bewegen sich die Berührungspunkte x auf einer Curve. deren 
Gleichung durch Elimination der « aus den Gleichungen (16.), (17.) erhalten 
wird. Diese Gleichung ist nach der oben entwickelten Methode allgemein 
aufstellbar. 


Es wird zunächst offenbar 
U, 1 U, Ü A 3 Lo [/M 


U,, U;, U; 7 
Er Tr GE BE 


4 


| 








4 % % 0 ®% 


Wenn man aber die identische Gleichung bemerkt: 
uU,; - uU; + uU; = 2,.4 
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(vgl. die Definitionen des vorigen Paragraphen), so ergiebt sich, indem man 


die ersten drei Vertikalreihen von A mit —, =, — multiplieirt und von 


der vierten abzieht: 


Pe 
s “e E | U, U. U a, 

















U, U, U, 0 a, . | r 
4 1 V.Uv.U 0 u U, U,, I 3» ai, a l 21 U, U,, a; 
=—-/0;3 Un Uz Ze . o . 
z 4 U, U, U, a; 4 \U, U, U; a, 
War TC Ks —MU 0 
la, a, 4, OÖ %, m © 0 
ad % 4% —ad 


wo 
a — U + -a,u, 
oeselzt ist. 
Da nun ferner nach bekannten Sätzen 
m 72 
U,, 3 U; == 41.4, 


so erhält man für A die einfache Form: 


eic.. 


A = u>a,au,— ara; 2, U;. 
Endlich wird noch Ki 
ZI, Ur: = U;, 
mithin auch 
A = vZra,a tu, — a. 
Ebenso ferner: eh: 


B —— Zybb, u, —b, 
Ü = urab,u,; — ab. 


Es bleibt noch übrig, nach (12.) den Ausdruck C’— AB zu ent- 


Die bezeichnete Gleichung aber giebt: 
C—AB= —r.D 


wickeln. 


und 
U, Un U; T|, 


U,;, U, U, LI, 


r=|, r — —4.u, 
U, U, U, 8; 


En 


im 














U, U. U, 2 a b, - 
U; U, U, © a, b, 
&, I, %;| 
U; U, U, 2; a b; ’ 
D= — — 4b G| = —oe. 
2 3.5080 
a % 4, 0 00 
000 
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Mit Hülfe dieser Ausdrücke giebt also (13.) folgendes Eliminationsresultat : 








(18.) R u 0 u (u>a;b, Ur — ab)" — m duo (u ESa;b,u, — ab)": 
.n—1.n—?2.n— 
ENT pa ZEabyu. — ab)"- 


wobei noch die symbolischen Substitutionen auszuführen sind. 

Diese Curve ist vom 2n(p—1)'" Grade, wie man leicht erkennt. wenn 
man u == (0 setzt. Alsdann ist 

R= «.b" — [y(u, u, u;)]. 
Hieraus geht zugleich hervor, dafs die Curve A=0 immer die Curve u=() 
berührt. wo sie dieselbe trifft, also in n’(p—1) Punkten: und dafs diese 
n’(p —1) Berührungspunkte auf einer Curve der n(p—1)"" Ordnung 
p(U,%,U) = 0 

liegen. 

Diese Curve hat an sich eine einfache Bedeutung. Die Polaren aller 
Punkte der Geraden @—=0 schneiden sich in den nämlichen (»—1)* Punkten. 
welche durch die Gleichungen 


uU, = AO, 
U; _- AO, 
U; —- AO; 


bestimmt sind. Berührt also « die Curve 90, so beschreiben diese Schnitt- 
punkte eben jene Curve p(%,%,%)==0, welche durch die Berührungs- 
punkte von #0 mit A=0 hindurchgeht. 

Aber die Curve R=0 berührt auch 7=0 überall, wo sie diese 
Curve trifft, also in In(p—1)(p—2) Punkten. Um dies zu beweisen, kann 
man folgendermafsen verfahren. Es redueirt sich für #—=0 der Ausdruck 
R auf die symbolische Form 
U, b," 
U, a, b, 
U, bi =0. 
ei 05 


_ 


» 


SSSs 
ses 








a % 4 OO 


Soll die Curve, welche dieser symbolische Ausdruck darstellt, die 
Curve /=0 berühren, so mufs sich immer eine Function P von solcher 


rg 


3 
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Beschaffenheit angeben lassen, dafs P.C” mit Hülfe der Gleichung 4 —=0 in 
ein vollständiges Quadrat übergeht. Ein solcher Factor ist die n'* Potenz der 
Determinante 


U, Ü. U, T, C 
U, Un U, © 6 
r E 1 [2 » 
0 = |U, U, U, 2; 6;|, 
FR Ur 


ee u ur oO 








in welcher die e ganz beliebige Gröfsen bedeuten. Denn bekanntlich ist dann 


U, U, pa z, a|| U. Un U L, b, | 
U,, U,, U,, I) A; U,, Un U,, 2 6, 
0.C _— U, U, U,,; 7; 4;|. U, U; U, 


sn» 5 00| nn m 0 0| 














6 6 6 Q 0| . a a 809 


U, Un U; Tı\ 














2. 2. lie, 7 
U; U, U, 2; Er ee 
oo NR TH Jam a,b, b b; 
U, U, U, LE | 
c %& 6| |C % 6; 
2 A aD 





Hier verschwindet das letzte Glied, weil es, wie oben gezeigt. den Factor 4 
erhält; daher ist endlich, indem man noch bemerkt, dafs für die «, 5 die 
gleichen symbolischen Substitutionen zu machen sind: 


7 T 5 n ?2 

U, U. U, a a 
| U, Un U, ©, a; 
ea! U, U, U, 2; a; ‚= [{u 23; 3,a;0,W;; — Z;u;4.4Uurc,}']- 
2, 2», 0 Od \ 


u ee | Du; 








Dies ist die verlangte Umformung; und man erkennt, dafs sich durch die 
3n(p—1)(p—2) Berührungspunkte von RA=0, J—=0 unendlich viele Curven 
2n (p—1)'" Ordnung 

D—= (u, 8,a;0 u, — Z;u;a;. ZU," — 0 
legen lassen. Diese Curven haben je p(p—1) nfache Punkte, nämlich die 


Berührungspunkte der Tangenten, welche sich von einem beliebigen Punkte 


C» &. €, an die Curve «0 ziehen lassen; denn & erscheint als eine 
97” 
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homogene Function rn‘ Ordnung der Ausdrücke 
u und +04 C;U;, 
welche, gleich Null gesetzt, durch ihre gemeinsamen Lösungen jene Berüh- 
rungspunkte darstellen. 
Die Curven ?P=0 berühren aufserdem immer noch die Curve 4J—( 
npunktig in 3(p—1)(p—2) Punkten, welche nicht der Curve A=0 ange- 


hören; und in diesen Punkten wird zugleich = von einer Curve O0 be- 
rührt, welche von der 2(»—1)'" Ordnung ist. Die Curve Q hat aber die Form 
uZ-c;,o u, — (WW + 9W--6U) — (. 
Sie wird also sowohl von = 0 als von der zweiten Polaren des Punktes 
c, (ZFc6,c,;u,—0) überall berührt, wo sie diesen Curven begegnet; die Berüh- 
rungspunkte liegen auf der ersten Polaren. Man bemerkt auch noch leicht, 
dafs Q durch e hindurchgeht, da für ec die Gleichung von Q in uw.u—u' 
übergeht. 

Ich fasse diese Sätze in Folgendes zusammen: 

Wenn die Gerade «a eine Curve y n’” Ordnung umhüllt, so be- 
schreiben die Punkte derselben, in welchen sie Tangente der Polaren 
eines ihrer Punkte in Bezug auf eine Curve p'” Ordnung u=0 werden 
kann, eine Curve 2n(p—1)'” Ordnung R=V\. 

Die Curve R berührt die Curve u, wo sie derselben begegnet, 
nämlich in n’(p—1) Punkten. 

Diese Punkte liegen ihrerseits auf einer Curve n(p—1)'” Ordnung, 
dem geometrischen Ort der Punkte, in welchen sich die Polaren aller, 
einer bestimmten Lage von « angehörigen Punkte durchschneiden. 

Die Curve R berührt die Determinante 4 von u in 3n(p—1)(p—2) 
Punkten; überall, wo sie derselben begegnet. 

Durch diese 3n(p—1)(p—?2) Punkte lassen sich immer unendlich 
viele Curven $ von der ?n(p—1)'" Ordnung, deren jede noch die Coor- 
dinaten eines beliebigen Punktes c enthält, hindurchlegen. 

Jede dieser Curven PD hat p(p—1) nfache Punkte, die Berüh- 
rungspunkte der T’angenten, welche sich von c an u legen lassen. 

Jede dieser Curven berührt aufserdem 4 in 3(p—1)(p—2) ver- 
schiedenen Punkten npunktig; und in solchen 3(p—1)(p—2) Punkten 
wird immer A—=0 noch von einer Curve Q=0 der 2(»—-1)'”" Ordnuny 
berührt, welche von der Curve p ganz unabhängig ist. 
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Jede solche Curve O berührt wieder in den p(p—1) Berührungs- 
punkten der von c un u gezogenen Tangenten die Curve u=0; sie geht 
durch e und wird von der Polare des Punktes ce noch in (p—1)(p—2 
anderen Punkten geschnitten, welche auf einer Curve (p—2)'” Ordnung, 
der zweiten Polare von c, liegen; und zwar berührt die zweite Polare 
in all diesen Punkten die Curve O. 


$. 4. 

Ueber diejenigen Polaren, deren eine Wendetangente durch den Pol geht. 

Aus den obigen Formeln läfst sich die Gleichung einer anderen Curve 
ableiten, welche von hervorragendem Interesse ist. Es giebt nämlich unendlich 
viele Gerade «@, welche für die Polare eines ihrer Punkte Wendelangenten 
werden. Die zugehörigen Wendepunkte bilden dann eine Curve, welche dar- 
zustellen der Zweck dieses Paragraphen ist. 

Soll x ein Wendepunkt der Polaren 


v— U,yı + U, Yr -- 4), = 0 
sein, so müssen die zweiten Differentialquotienten von ® Coelfficienlen eines 
Ausdrucks zweiter Ordnung werden, welcher in zwei Factoren zerfällt; und 
zwar mufs der eine Factor die Wendetangente, mithin hier die Linie « dar- 
stellen. Es ist also nothwendig für alle Werthe von :, k: 


. we " nn = 
Yılıt Yalzr + Yu = Pr Por: 


Wenn man aus diesen Gleichungen die y und die ? eliminirt, so er- 


hält man eine Gleichung, welche man, nach Herrn Aronhold, durch 
Ei == 0 
bezeichnen kann; wo nur statt der Coefficienten einer Function dritter Ord- 
nung die dritten Differentialquotienten von , dividirt durch p (p—1)(p—2), bei 
der Bildung von SS, zu benutzen sind. Diese Gleichung ist von der dritten 
Ordnung für die «, und kann nach Herrn Aronhold in der Form geschrieben 
werden: 
SS, = ZI Rs;,,0;0,0, = 0: 
die Bildung der s und die Gesetze, denen diese Coefficienten genügen, finden 


sich dieses Journal Bd. 55, p. 97 u. folgg. angegeben. 
Der Ausdruck 8, ist eine Zwischenform, welche allen höheren Curven 


angehört. Für den vorliegenden Zweck aber kann man offenbar diese Funclion 


.. - 


EEE 
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an die Stelle von y treten lassen, um die gesuchte Curvengleichung zu er- 
halten. Man hat also nichts weiter zu I!hun, als in der Gleichung (18.) n—: 
zu setzen. und die symbolische Substitution 

a;a,a, —= b;b,b, = Sin 
auszuführen. 


Für 2=—=3 nimmt die Gleichung (18.) nun zunächst die Gestalt an: 


R— Ü’—-34.u.C —= CAB—44.u.0C=0 
— (uFra;au, —a)(uzrb;b,u,—b)(uEIa,b,u,— ab) 
— 441.u(2+2,0b;) (uZIa;b,u, — ab). 
Um die definitive Darstellung dieses Ausdrucks zu bewerkstelligen, setze ich 
ihn zunächst in die Form: 


(19) R= M-44.u.(Nu—P), 
wo denn 
M = (uFraau,— a) (uzEbb,u,—b)(uZ>a,b,u;, — ab), 
(20.) N Z+2,0b) Z>a;b,u;; 


P = (Z+2,05,)ab. 


\ 


Ich bemerke nun, was unmittelbar klar ist, dafs in diesen Ausdrücken 
die Gröfsen %;;, ebenso behandelt werden können, als wären sie constante 
Coefficienten einer Function dritter Ordnung; wodurch denn die 


uU = Z,U,40 


als lineare Functionen. die 


uU; = 2,2, U,; 0,7 


als Funetionen zweiter Ordnung der x erscheinen, während die aus den sym- 
bolischen Substitutionen entspringenden Gröfsen s;;, sich als Constante, und 
zwar als homogene Functionen dritter Ordnung der “;,, darstellen. Unter 
diesem Gesichtspunkte aber kann man einige der Formeln anwenden, welche 
Herr Aronhold gegeben hat, und welche auf leichte Weise zur Transformation 
von M, N, P führen. Diese Formeln finden sich Bd. 55 dieses Journals 


p. 132 (Theor. 8) und p. 144, Formel (4.), und lauten in die hier gebrauchten 
Zeichen übertragen: 


21) wur net bu," LS.r,e,, 


(22.) 2, S; US = 0. Pi >>) U; Sa = 28. 
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In diesen Formeln bedeuten die Gröfsen (w, 4)" folgende Ausdrücke: 
| (u, A)" Un Az; + Us; Ay — 2uy A, 
(23.) | (u, 1)” unAs-t u Aa — Und — Uydus 


! 


eic. 
ferner sind die 4,, zweite Differentialquotienten von 4, so genommen als 
wären die ;,, constante Zahlen, und dividirt durch 6. Die Ziffer 6. welche 
sich in der Gleichung (21.) abweichend von der Formel des Herrn Aronhold 
findet. erklärt sich dadurch. dafs die Function / des Herrn Aronhold das 
Sechsfache der hier eingeführten ist; ein Unterschied, der sich bei der All- 
gemeinheit der vorliegenden Untersuchung nicht wohl vermeiden liefs. 
Nun aber giebt die Ausführung der symbolischen Substitutionen bei M: 
M= WEI s;,,5, UrUn U — Wu (FSU Ui)” 
— AU Er sy, Suvo Un Up, Un, FU ZZ Sun8 u Ur, U, 
+ Qu Zs;, uU. IS u 0, — (Fs;,u;U,U,)". 


Wendet man auf diesen Ausdruck die Gleichung (22.) an. aus welcher sich 


sogleich 
2;2,5;47 Ur = 28S.xr, 
ergiebt, so findet sich: 
SE s4, Soll ün, — 48°. u, 
Zs,,U, Ur = 29. u, 
ZZ so Url, U,U, —= 2I. Is, U, U, U; 


man sieht daher, dafs einige Terme von M sich ohne Weiteres zerstören: 
und der Rest ist: 


24) M=uZrs;,,su Un, U U U,U, — (IS, uU) = u — G. 
Hierauf kann man nun die Gleichung (21.) anwenden, und erhält sodann zunächst: 
(235) 340084, = S.u.2,468,(u, I)" u,. 


Den letzten Term betrachte ich z. B. für Aa=1. Dann ist nach (23.) 














u, Un Ass u, In Us 
Su, wu = | un Ay lu, I U 
u; Up Az| u; Ay Us; 
Un Un Ar; u An Us Iı Un Us | A, Un U; 
= 7, ||%ı Un Ay + Ur In Un + Ar Un Unj| — | Un Uni 
U Un Az; Us In Us I; Ur Us | I; Un Us; 
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Der Coefficient von x, ist aber der Coefficient von a?5 in der Entwicklung 
von S(au-+b4Au), also nach Herrn Aronhold (a. a. ©. p.127). und mit Rück- 
sicht auf die veränderte Bedeutung von 4, gleich 
158. u. 
Daher geht (25.) in die Gestalt über: 
I, us = 3I.u.0, — 63,4;U,,;. 
Führt man dies in die Gleichung (24.) ein, so kommt: 
F = >3,3,(39.u.0, — 63;4;0,,)(38.u.2, — 62,4, U )un,; 
oder nach dan Reductionen: 
F— 2!’ W—18$.u.0-364.8;8,4;4,0,,. 
Ferner aber ist 
G —= 3, (38.u.2, — 63;4;U,)u, = 38. —6.4°, 

endlich also 

(6) M=36(1.ub— 4*), 
wo der Kürze wegen durch & die Covariante sechster Ordnung 

(7) P= 32,44I4U,, 
bezeichnet ist. 


Ich gehe jetzt zur Bestimmung von P über. Durch die symbolische 
Substitution nimmt P die Gestalt an: 


ae . \ik 
P= 3: >2,.7,0,(,8)".uu,; 
wo der Ausdruck (s, , s,)”' genau dieselbe Bedeutung hat, wie bei Herrn Aron- 


hold, daher auch genau denselben Gesetzen unterliegt. Nun ist aber dann 
zunächst nach (21.) 


P= &3I8,r,0,(6(u S)+S.22,6(w41)4+S.2r2)", 
oder durch Anwendung des Aronholdschen Vertauschungssatzes : 
P = Rei N" 8.2;0,) (22, 6(u, 4) 8.02)" 
— 68,8,(6(u, I) S.7;0,) (ar, (u, 4))" 
— 68,8, (u, I)" (22, 6(u, I)+ 8.22)" = 363,8, (u, I)". (20, (u, I))'. 
Inzwischen findet man aus den Ausdrücken (23.) 


(zz, (u, 2) = ud; Iuy — Aw — Aru;; 
daher 
p = 36 (u 2;2, (u, AA; -- 42;2, (u, Ay u — 22,3, (u, IN*u;Ar). 


DE 2 2 
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Die ersten beiden Summen in diesem Ausdrucke sind die Coeffieienten von 
ab’ und «a°d in der Entwicklung von S(au--5bAu), und sind daher nach der 
oben angeführten Formel gleich 


T.u ie 5.4 we S.u 
36 12 12 ° 
die letzte Summe ist nach den oben bei (25.) entwickelten Beziehungen 
s S.u.. BY 


Und somit ist die definitive Form von P: 
28.) P= 72»—68.u.9+4T.u. 
Es bleibt nur noch X zu entwickeln. 
Zunächst ergiebt sich durch die symbolischen Substitutionen die Form 


r m. k 
NR — 22321 ;Tı Un ($,, 3 s,)' 


J 


oder auch 
un : 7: 
—= Z>5,4Uu (07, $,)". 


Man erhält aber durch Differentiation der Gleichung (21.): 


.” w 1 Yo kıp Pe PETE 5 
Sk Ui, t Sara, Sr U, 6(w,,f) +6(w, A,) +8. u. 


Daher: 
N —= 623,23,8,(u,, S)* (zz, s,)*+63,2,3,(u, 4,)*" (vr, s,)” 
T 28, A, Ir, (27, u,” - (27, er 4. (rer, s,’r}. 
Der Coefficient von Ö' im letzten Gliede verschwindet identisch. Um dies 
einzusehen, denke man sich etwa stalt der s;;, wieder die symbolischen Pro- 


ducte a;a,a, gesetzt. Dann geht der bezeichnete Coeffieient über in 
», 2, a TI 2, 6 


Io Ts dl, . Us Ua d; D 


- 











T; X 4;| |U; 7; Q;| 
was identisch Null ist. Um die wahren Ausdrücke der ersten Glieder von X 
zu finden. kann man ein ähnliches Verfahren anwenden. Denkt man sich die 


(sröfsen 
Sans Uns An 


bezüglich dargestellt durch die symbolischen Producte 
4;0,4,, b;b,b,, C;CrC., \ 


so wird: 
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v2.) Alle zoll ]% alla a] [je alle n|f 
in il ne ee 
x d, (b, (ei 7] + 6; I, + C; T;) + C, (6, 7 4- b; 772) + b; T;)) 
nr tee +0, ba, +b,a, +b,a,|? 


Te, +G2,+6 7, 6,4, +% a, + 6,4; 

xa,lb, (sa + Gar 645) + 6,60 4 ar +b;w;,) 
—= 62, 1u, 3;2,5,, 44 I Z;Z4u,u 8, — 2; u,i8,r Ir} 
+6,74, 2,248, % +Uu3; 3,4, 8, — RE; Zr IiSyir ur}. 


Bemerkt man nun die Gleichungen (22.), so wie die analogen (a. a. O0. p.154. 





Theor. 18): 
2,2, Sky < I ku ER 0, PP’ S;kv Ir PS ıT, 
so kommt 
N — 6(%57464.8- 44.85428.44u.T 2 
— 4T.u-+244.8. 


Führt man alle erhaltenen Resultate nunmehr in die Gleichung (19.) ein, so 





wird die gesuchte Gleichung: 
R — 36 (4.0.6 — 4°) —4du(u(4T.u-+244.8) —72B+68.u.4—-T.u‘) 
— 124 7u.P —34°— T.wW — 104.0#.8}—0. 
Bis hierher wurden die «;,, als Constante betrachtet; man kann sie 
aber ohne Weiteres wieder in ihrem wahren Werthe bestehen lassen, sobald 






(29.) 






man die Gröfsen 4; gehörig definirt, welche in der Form 
(0) = FyrA44A U, 


enthalten sind. Diese Gröfsen bedeuteten während der Rechnung die Differential- 






quotienten von .S, genommen als ob die «;,, constant wären, und dividirt 





durch 3: d. h. es war 





An = 432, Un: 
Fortan sollen aber durch 4, die wirklichen Differentialquotienten von 4 be- 
zeichnet werden, dividirt durch den Grad von 4, 3(p—2), wie das bei den 
u ganz analog geschieht. Dann ist also 
1 


An —— SIT Tee Tieslil, U,.(p— 2) um: 








Man erkennt, dafs diese Definition vollkommen mit der obigen übereinstimmt. 
Man darf daher die Gleichungen (29.) vollkommen in derselben Form gelten 
lassen, indem man für die /„ die neuen Definitionen feststellt. 
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Die Gleichung (29.) löst sich in die Curve A—0 auf, und in 
ene Curve 9(p— 2)” Ordnung, welche mit der Curve u—0 in den 
Wendepunkten eine Berührung dritter Ordnung hat, so dafs die Wende- 
punkte von u auch Wendepunkte der neuen Curve werden, und zwar 
fallen auch die Wendetanyenten beider Curven in diesen Punkten zu- 
summen. Die Gleichung dieser Curve 9(» — 2)" Ordnung wird: 

27u.$—34’— T.wW — 104.8 — 0. 

Diese Gleichung ist dadurch merkwürdig, dafs in ihr die Covarianlen 
,S, T, $, welche zunächst der Theorie der Curven dritter Ordnung ent- 
nommen sind, eine allgemeine Anwendung finden. Solcher Anwendungen sind 
ohne Zweifel noch sehr viele zu erwarten. so wie die Function 4 sich bereits 
auf die mannigfachste Weise verwerthet hat. Ich benutze diese Gelegenheit 
um eines bemerkenswerthen Satzes zu gedenken, der in die Kategorie dieser 
Anwendungen gehört, und welchen ich an einem anderen Orte beweisen werde: 

Es giebt jederzeit 12 (n--2)(n—3) Punkte, deren Polare, genom- 
men ın Bezug auf eine Curve der p'” Ordnung, einen Rückkehrpunkt hat, 
und die 12(n— 2)(n—3) Rückkehrpunkte sind die Schnitipunkte der Curven 


40, I, 
ron denen die erste vom 3(n—2)'”, die zweite vom 4(n—3)'” Grade ist. 


Carlsruhe. im Juni 1860. 
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Von einigen Summen- und Differenzenformeln und 


den Bernoullischen Zahlen. 
(Von Herrn G. Bauer zu München.) 





No.4. I einem Aufsatz über die Gammafunctionen im 57°" Bande 
dieses Journals bin ich zu mehreren neuen independenten Ausdrücken für die 
Bernoullischen Zahlen gelangt. Bezeichnei B,,_, die n'“ Bernoullische Zahl. 


und ist 





N” = 1r-(1)2+ 6) 2641), 
wo ar (2) u. Ss. f. den ersten, zweiten u. s. f. Binomialcoefficienten der :" 


Potenz darstellt, so hat man z. B. 


—. 1 1 


(1.) u i+1 


— N; = (1) ®B,, wenn n ungerade 

=, wenn n gerade. 
Die Gröfsen N; treten auch in der Entwicklung der (+ 1)" Differenz der 
Potenzen von x auf und es ist aus der Differenzenrechnung bekannt, dafs für 


irgend ein 2 
N,” = (—1)".1.2.3...n, und 
N” —0, wen i>n; 
auiserdem ist 
N —=1. 
Diese Gröfsen N nun genügen gewissen Relationen, mittelst welcher man die 
in Gleichung (1.) enthaltene Summe und andere ähnliche durch einfache Dif- 


ferenzenformeln ersetzen kann. 
No.%. Diese Relationen, welche zwischen den Gröfsen N bestehen. 


und von deren Richtigkeit man sich leicht überzeugt, sind folgende: 
(”) 
Di = 1, 
(nr) ı(n—1) n— 
N, 2N," "—1N,, 
N!” En un". 


| 





(1.) 


(n—1) 


\n® aan GH - rc 4 


z 


(r) (— (r—1) 
N” —= nN“, ei 
w\ —1 
N” — —nN'T. 








nd 


1de 
die 


hl. 


ler 
für 


lie 
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Bezeichnet nun f(?) eine Function der ganzen Zahl 2, welche nicht unendlich 
wird für 2=0, so folgt aus dem System (I.) 


; ur isn 
Z/(@)N” = 2 (dH)FON" — Eif@ NL 
U i=U praen 

i_n—1l 


= 3 GHO-FGHDIN”. 
Setzt man also 

fd —-ft+H1) = A. 
so wird Fr 


ZfG)N” — 8 (i+H1)A.fl). Ne”. 


Diese Transformation nmal angewandt giebt aber sogleich, wenn man die 
nfache Differenz 
A.@ +1)A.@+1)A...A.@+1)A.fl) 
mit D/@) bezeichnet 
(1) ZN” = (Df);=.- 


==) 


Auf ganz dieselbe Weise erhält man aus den Gleichungen (1.), wenn man die 
Summe von 2=1 an nimmt, 


izn 


am) ZN” = FM) —2[Df@+DF@H+--+Df@Olsı- 


wo De) —=A.fl). 


Setzt man in diesen Gleichungen z. B. f(?) = const., so geben sie 


2) ZEN” = 0; 


1] 


setzt man aber in (III.) (@=+, so wird 








j : j Base ı 1 
A=Df)=.- De)=-Hm° 
' mithin | 
(3.) ZN = —n, 


' wie ich schon in der angeführten Abhandlung gefunden habe. 


No.&. Bevor ich weitere Anwendungen von diesen Formeln (I1.) und 


‚ (III) gebe, will ich den Ausdruck Df@) direct nach den Differenzen von f(?) 
entwickeln. 


Re 


EEE EL TER: 
h 
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Es ist 
RS; RB; 8; = R(S:—S;,)+ SR — Ru) — (R— Ru) —S,,.), 
mithin nach der hier gebrauchten Bedeutung von A 

A.R;S,; =. R;A.S;- S;A.R;— A.R;A.S,. 


Vermöge dieser Formel hat man, da A.@-1)= —1 ist, 


n—1 n—1 


(a) Dr@=A.GHDrW)= -Dr@+ ü+YA.DI) 
Hieraus ersieht man, dafs Dfß) von der Form sein mufs: 
Da = (NAHM +) HNIHHNALDH- 
+4, ,(@+2)...(@+n)Ar.fß). 
wo (—1)""4;2,=1 sein muls, die übrigen A aber gewisse ganze Zahlen 
sind. welche zu ermitteln bleiben. Unterwirfti man zu diesem Zwecke die 
letzte Formel nochmals der Operation D und vergleicht den so erhaltenen 


n-+1 
Ausdruck für D/f(?) mit dem, welchen die letzte Formel giebt, wenn man 


darin 2-1 statt n setzt, so erhält man folgende Relationen: 
Ar 2A”, 

34,” —A,. 

(b) YA = 4A” _AN., 


| 


| 


a 


ar? En BER 


n—1* 

Fügt man zu diesen Gleichungen noch die Bedingung hinzu 
(ee) (-NAN, = 1 

für jedes r, so sind die Coefficienten A vollkommen bestimmt. 


Selzt man nun 


(r+1) (rn) 
A, — 79.r - 13 — N 2 


so geht das System (b.) in das System “e über. Folglich genügt dieser 
Werth von 4,"'" dem System (b.): zugleich genügt er der Gleichung (c.) 
und ist mithin der gesuchte Werth der Coefficienten A. Da diese Coefficienten 


. = . . » r 7 n) - 
ganze Zahlen sein müssen, so ersieht man zugleich, dafs die Zahl N;” für 
jedes » durch 1.2...2 theilbar sein mufs. 


Der Ausdruck für Df@) wird hiermit: 





IV) Die) = (- es a N 


.(r—1) dan 


















(i+2).. 
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tr) 





wo der Coefficient 


gleich zu setzen ist. 


7; 1 ee 3... r 
Ist z. B. f@) = r also A’. f(?) = IE-In ‚Deo=-. 
giebt diese Formel 
Er N? = (1) 
| 


= (- (7; 





oder in Verbindung mit Gleichung (2.) 


(4.) 


Zr] N” = (—1)". 


rz 


Für 2==0 erhält man aus Gleichung (IV.) statt der in Gleichung (11.) ent- i | 


haltlenen Summe folgenden anderen Ausdruck für (DfÖ)o: 














V) DV = (-MIErNTA 
No.4. Wenden wir nun die vorhergehenden Formeln auf die Ber- 
noullischen Zahlen an. Setzt man @= m: so wird 
re r 1,2... 
A, — 
\) GHT)...Grtn 
und folglich Gleichung (IV.) 
1 rn 
Douem zu (ft Br 
a NW E rer N 
r 3 1 . 1 (n—1) 
oder, da RS Ten 5 A ist, und — AZ Ss Ne 
Gleichung (2.) Null ist, 
RD ar u in) 
(5.) D IT (NE rap N 
Für 2=0 hat man 
' n 1 ia u (n—1) 
> Genen 


und diese Gleichung verglichen mit Gleichung (1.) giebt 


(V1.) (D m 


Die Gleichung (1.) gilt von n—= 


| 


(— 1 P1B,-, b) 
0, 


wenn n gerade 


1 an, mithin diese von n—2 an. 


Pr für "—=1 der Einheit 


—_— 


(+1) 


wenn n ungerade. 
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Aus Gleichung (1l.) hätte man erhalten 


n 1 szn 
7 De Eu ARE WAR ("), 
5") (D 35 > nn 3 N, 
Dals diese Gleichung mit (5’.) in Uebereinstimmung ist, läfst sich leicht direc: 
zeigen: denn aus dem System (I.) ergiebt sich sogleich 
1 )_\ a aD) | 5 (n—1) arg 2 Ne 
am =zN 2; 4 N = ZN. -# 771 FE : 


folglich 


Ya 





I 
ul 


I= 


m. (n—1) 
24 N; ; 2: Nu; 


wie auch aus der RE der beiden Gleichungen (5'.) und (5".) für 


Für ungerade n sind beide Reihen gleich Null. 


Die Gleichung (111.) giebt für f(? 


oerade » sich ergiebt. 


















1a Kal Ku -2[D4+ ER zu RE 


De 


3 7 





n—1 


-2[d 74 +D oz], = (D ap 


und vermöge der Gleichung (VI.) folgert man hieraus von D an 


m). Eu, (-1)"H9B,, 


PO = 


wenn r eine ungerade Zahl bezeichnet. 


| > il 


Dom 


(vIL) 














Schreibt man also die Zahlenreihe 1, 4, 4. 4. ...., nimmt hiervon die 
Differenzen. multiplieirt dieselben der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4, ..., bildet 
hierauf wieder die Differenzen, multiplieirt dieselben wieder der Reihe nach 
mit 1. 2, 3. 4, ... us. w.. so sind, von der zweiten Differenzenreihe an. 
die ersten Glieder der Differenzenreihen abwechselnd Null und die Bernoulli- 
Zahlen. die zweiten Glieder die Hälfte der Bernoullschen Zahlen abwechselnd 
positiv und negaliv genommen. Das allgemeine Gesetz, nach welchem die 
’--1)"" Glieder der Differenzenreiben gebildet sind, ist durch Gleichung (5.) 
vegeben, läfst sich aber auch wie folgt mittelst der Anfangsglieder der Reihen 
darstellen 








Bauer, zur Lehre v. d. Summen, Differenzen u. Bernoullischen Zahlen. 297 


Schreibt man der Kürze halber D für (D 
chung (a.) No. 3 


1 R 
Ter’ so giebt die Glei- 


n+1 n n 
D = (+1)D—(-+2)D. 
z z !-+1 
Hieraus folgt 
n n n-+1 
2D=D-—D. 
1 (0 0 


n n n+1 1 n+?2 
3D = D-(149)D+4-ZD. 
n n n+]1 n-+-3 


1 1 et 1 
D=D-A44D4Gatıstza)D -ıE3P> 


0 








oder allgemein, wenn man die Summe der Combinationen der Zahlen 1, }, 


1 } \ \ 
I... — zu je m mit o,;, bezeichnet, 


3 n 


1, m 


n n n--l n+2 n+7 
(6) @+)D=D-—-o,D-+0,D—---+(—1)o0;;D. 


Hieraus lassen sich sogleich neue Relationen für die Bernoullischen Zahlen 
ableiten. Denn setzt man n —= 1 und bemerkt, dafs 


. - ä 1 1 1 1 
@+DD = (+1 -5)= m = 


ist, die folgenden D aber durch die Gleichung (VI.) gegeben sind, so erhält 








man aus (6.), je nachdem man darin für 2 die ungerade Zahl 22 —1 oder 
die gerade 22 setzt: 


RE Br: — (0. 
\ 2 341 —- Mei 
(%.) (oder 


B,— 04-13 B; + og + (— 1 a O1 ie B;;-ı . 


| / —1 
== Op B, — 03,3 B,-- + (4) 03;,2—1 B;;-ı: 


2 


Rn 1 r 
Setzt man aber in (6.) n=2, so wird D= GOCH) und man erhält fol- 


14 





gende Relationen: 








a —1 2 
et = B,— 0, B+ 09,2, B:— + (DT 92a Bai-ı, 
(8.) &i 
(rei —B,— 03;—1,2 B,; + 02;—1,4 B,—-- + (1) Oye1,2i-2 B,_.. 


welche auch unmittelbar aus den Relationen (7.) sich ableiten lassen. 
Jourmal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 4. 39 
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No. $&. Unter den anderen Anwendungen, welche man von den For- 
meln (II), (IL), (IV.) machen kann, scheint mir folgende Beachtung zu 


verdienen. 
Man setze f(?) = (t+1)(+2)...(2-+A), so wird 
Sd = (-I)k(k—1)...(k—r+1).(ii+r+1)...(0+%) 
und 
Dre) = (-Mr.d+2)...+h). 
Mithin wird Gleichung (IV.), wenn man den Factor (i+2)...(2+%) auf beiden 
Seiten weghebt, 


— yo kA) 2)...(k—r+1) 
= 1) 1.2...(r—1) 





(n—1) - 
N, =". 
Setzt man hierin a-+1 statt an und r--1 statt r, so hat man 


IL) (1) wer! 2 


ri) 
wo PR den r'”" Binomialcoefficienten der (k—1)" Potenz bezeichnet. 


Aus dieser Gleichung ergeben sich unmittelbar neue Formeln für die 
Differenzen und die Summe von %”; nämlich für die m“ Differenz 


1X) Z(-NT(ZA)N” = Ar. 


und für die Summe 


X) FAN (E)M=t4r43 4 4R=S.m. 
Diese Summenformel, welche aus k Gliedern besteht, wenn k<n--1, und 
aus na—+1 Gliedern, wenn k>n-+1, hat vor der gewöhnlich gebrauchten, 
nach Potenzen von % geordneten Formel den Vorzug, dafs sie nach einem 
einfacheren Gesetz gebildet ist, ganz ähnlich dem für die Differenzen von A” 
aufgestellten, zweitens, dafs jedes ihrer Glieder eine ganze Zahl ist, da die 
Coefficienten N ganze Zahlen sind, und endlich, dafs man unmittelbar ebenso 
einfache Formeln für die zweiten und höheren Summen aufstellen kann. Denn 


setzt man S.1’+9.2" +... 48." — S”,.k" u. s. w., so hat man für die 
2“ Summe 


a) Z-NeH,)N” = So. 


Er 


2. B. für n—4 ist N"——15, N —=+50, N” —= —60, N” —-+24; also 
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1424-410 = 8.10°= ()415(3 )+50(2)+60(W)+24(10) = 25333, | 
so.10°=(%)+15(4)+50(% )+60(W)+24(7) = 121698. 


No.@. Macht man dieselbe Substitution f(@) — (#-+1)(ö#+2)...(@-+k) 
in Gleichung (11.). so erhält man, wenn man r statt 2 schreibt. 


5 er+D an. 2 .(r+k) N” je hit, 


eine Formel, ehe nur zeigt, dafs die Formel (VIII.) auch für negative % 
eilt. Denn setzt man in (VII.) —k statt k, so wird 


= Id 20 ae el ae N,” = (—h)", 


rm) 


eine Formel, welche von der vorigen nicht verschieden ist, indem für jeden 


Werth von k und r die Coefficienten von N.” in den beiden Summen gleich 
sind. Ueberhaupt aber überzeugt man sich leicht, dafs die Gleichung (VIII.). 


welche nach der Herleitung für jede ganze Zahl A gültig ist, identisch sein 
mufs und für jeden Werth von % gilt. Entwickelt man nun die Summe in 


(VIII) nach Potenzen von A, so giebt die Vergleichung der Coefficienten der 
einzelnen Potenzen von k auf beiden Seiten der Gleichung Relationen zwischen 


den Gröfsen N”. Setzt man 
1424... 4.=s,, 1.241.34+.-+@—Ni=s;,, u s f.. 
so dafs s;, die Summe der Combinationen der Zahlen 1, 2,...2 zu je r be- 


zeichnet, so findet man 
N” 




















BETEN 
na N 
et u... 
m} \ ne, N, LEN 
Te Te rege 


N” ro r(n) N") 














N 
r r+1 r+?2 R n TER 
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Aus diesen Relationen ersieht man wieder, wie wir schon früher fanden, dafs 


N, A 
j_, Immer eine ganze Zahl ist; ferner zieht man aus ihnen aufser dem be- 


39 * 
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kannten Werth von N” 
N,2, = (—1)".1.2...(n—1): 
(10.) No, — 


A s.f. 
No. 4%. Da die Gleichung (VIlI.) für jeden Werth von % gilt, so 


ö 3 x 
kann man darin k = —— setzen, und erhält sodann 





n(n-+1) 
. rc, 


RER (n— 1)n(n+1)(I3n — 2) 
.1.2...(n—2): 2314 j 

















NAzx 
(XI.) 2" N ® Ar"— N” \n ya“ 7or 2 a" N (r— ne mn. ua 
‚L/-__19N@ (x — Ar)... (e—nAr) 
Aa. N, 1... 


und hieraus für A’.x”, wenn man nun die Differenz in dem Sinne versteht. 
wie es in der Differenzenrechnung gebräuchlich ist, so dafs 


— (#4 Ar)" — a" 


(XI) (—1)"A'. x” 
— Nn&- Ar). (2 —(n—i) Ar) ıy i_N® (e—-Ar).. EN in | 


bezeichnet, 








5. 2. .(n—i) = 1.2...(n—i—1) 
> u: (—1) ge SPEA Ayt-! —- (—1)"N®PAr" 


oder auch. wenn man zuerst in der Formel für x” das Zeichen von Ar 
wechselt und dann die Differenzen nimmt, 
(—1)"A!.x RE 


Nm H)Ar).. (atndr), ji IND (‚r+( AR Arxr).(ac+n—1) DE) \r j44 
1...(n—i) oe 1..(n—i—1) 


ın 1) an) 
. N;;, EL Der Ar \r n—1 .- N; 'Ax". 











Ebenso erhält man für die Summe Er”, das Zeichen & in dem in der Dif- 
ferenzenrechnung gebräuchlichen Sinne genommen: 


i EN a ar (ze+nAx) „elz+Ar). re a 
AV) -NZr= N ..(n+1).Ax u N so 


N - N" LE rar Ax"”? + N®"zA a", 











Aehnliche Formeln ergeben sich für die höheren Summen. 


München, im Juli 1860. 
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Ueber totale und partielle Differentialgleichungen. 
(Von Herrn L. Natani.) 





$. 1. 
Einleitung. 

Pfaff fand bekanntlich die Integration der tolalen Differentialgleichungen 
mit mehr als zwei Veränderlichen. welche die Integrabilitäts-Bedingungen nicht 
erfüllen, und löste damit zugleich das Problem der Integration der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Jacobi fand für das Verfahren, welches Pfaff anwandte, eine Ver- 
einfachung, die namentlich für die partiellen Differentialgleichungen von der 
gröfsten Wichtigkeit ist, dafs nämlich im allgemeinen Falle die n Systeme 
von Differentialgleichungen, deren Integration Pfaff verlangt, sich unabhängig 
von einander aufstellen und integriren lassen ($. 12 der Abhandlung: zur 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Bd. 17, S.97 dieses Journals): 
im Falle der partiellen Differentialgleichungen verschwinden dann diese Systeme 
bis auf eins. 

In einer anderen Abhandlung (zur Theorie der Variationsrechnung und 
der Differentialgleichungen, Bd. 17. S. 63 dieses Journals) deutet Jacob? noch 
andere Vortheile an, zunächst für diejenigen partiellen Differentialgleichungen. 
welche zur Lösung der mechanischen Aufgaben dienen. Diese Vortheile, die 
sich auch als die Erweiterung der Lagrangeschen Methode der Auflösung 
partieller Differentialgleichungen auffassen lassen, bestehen darin. dafs die 
Auffindung eenes Integrals einer mechanischen Aufgabe ungefähr dieselben 
Vortheile gewährt, als wären bei einem gewöhnlichen System von Differential- 
gleichungen zwei Integrale bekannt. Den Beweis und die Art seines Ver- 
fahrens hat Jacobi nirgends durch den Druck veröffentlicht, er hat zwar, wie 
ich nachträglich erfahre, in Vorlesungen Mittheilungen darüber gemacht, doch 
waren mir diese Mittheilungen zur Zeit der Abfassung dieser Abhandlung un- 
bekannt. 

Hierzu kommen dann noch diejenigen Vortheile, welche das gleich- 
zeitige Bekannisein zwerer Integrale der mechanischen Gleichungen gewährt, 
Vortheile, mittelst welcher unter Umständen alle übrigen Integrale gefunden 
werden können. Diese Theorie von zwei gleichzeitig bekannten Integralen 
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(der sogenannte Poissonsche Satz, der aber in dieser Darstellung und Aus- 
führung ganz Jacobis Eigenthum ist) ist wiederholentlich von Jacobi in Vor- 
lesungen mitgetheilt. 

Die weitere Verfolgung der Jacobischen Principien zeigt nun, dafs 
diese Vortheile, welche die Kenntnifs eines oder zweier Integrale gewähren, 
nicht anf die mechanischen, selbst nicht auf die partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung beschränkt sind, sondern für die allgemeine Pfaffsche Glei- 
chung ebenfalls gelten; dafs ferner, wenn man, mit einigen nothwendigen 
Veränderungen, von der Pfaffschen Darstellungsweise ausgeht, diese ganze 
Theorie einer sehr einfachen und klaren Darstellungsweise fähig ist. Ver- 
bindet man hiermit noch einige Sätze über Differentialgleichungen, so ergieb! 
sich eine vollständige Theorie der totalen und der partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung. Diese mitzutheilen ist in der vorliegenden Abhand- 
lung beabsichtigt. Im Anfange derselben mufste auf einige elementare Be- 
trachtungen zurückgegangen werden, deren man zu dem Folgenden bedurfte: 
der weitere Verlauf der Abhandlung enthält die Theorie der Pfaffschen und 
der Schlufs die der partiellen Differentialgleichungen. — Ich bemerke noch. 
dafs mir die Hefte zweier Jacobischen Vorlesungen bekannt gewesen sind. 
in welchen die Integration der partiellen, nicht aber der totalen (Pfaffschen) 
Differentialgleichungen behandelt ist. 


$. 2. 


Hauptintegrale eines Systems von Differentialgleichungen. 


Integral eines Systems von Differentialgleichungen heifst im engeren 
Sinne bekanntlich jede Function der Variablen, welche einer Constanten gleich 
ist. Ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung mit n+1 
Variablen hat n Integrale, d. h. man kann nur n von einander unabhängige 
Functionen der Variablen finden, welche Constanten gleich sind. lede andere 
Function der Variablen, die einer Constanten gleich ist, ist eine Function von 
diesen z2 Integralen. Es lassen sich die n Integrale auf unendlich viele Arten 
bestimmen, grofse Vortheile gewährt jedoch ein gewisses System von n In- 
tegralen. welche Hauptintegrale heifsen mögen, und welche bei Gelegenheit 
der Integration der partiellen Differentialgleichungen von Jacobi in ihren 
Haupteigenschaften betrachtet worden sind. 

Man bestimmt die Hauptintegrale auf folgende Weise. Es seien 


1, =A,, op, —=AM,, .0o. YAM, 
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n beliebige, aber von einander unabhängige Integrale, wo also die « Gon- 
stanten, die @ Functionen der n+1 Variablen x, z,, &, ... z, sind. Setzt 
man eine der letzteren, etwa x, gleich Null oder gleich einer beliebigen Zahl. 
so kann man sich die Gleichungen , = 4, =, ... ==Aa, nach 
Li, %a5 -:- 7. aufgelöst denken, und erhält dann die z ausgedrückt durch 
die a. Diese Werthe bezeichne man mit z,, x, ... x,. also 


Y, (41, dry... ,); 


W; (a, . ds yo. 4a,) 


u. SS. W. 


! 
Ti 


| 


! 
70) 


Setzt man nun in den Functionen w für die « wieder die p, so werden die 
r' Functionen der x, und diese Functionen sind die betrachteten Hauptin- 
tegrale, — als Functionen der a sind sie Constanten gleich. Die Haupt- 
integrale sind also die Werthe von z7,, &%, ... z, für einen gegebenen Werth 


von x. 


Diese Betrachtung läfst sich sogleich auf ein System von Differential- 
gleichungen ausdehnen, welches mehr als eene unabhängige Variable enthält. 
Man habe r» Gleichungen von der Form 

z,A,de, = 3,Y.dy, 

wo die linke Seite aus n, die rechte aus p Gliedern bestehe, und die X 
und Y Functionen aller = und y sind. Wir nehmen ferner an, diese n Glei- 
chungen haben rn Integrale, d. h. sie seien durch Differentiation von 
n Gleichungen mit rn Constanten entstanden, eine Annahme, welche die Er- 
füllung gewisser Bedingungsgleichungen für die A und Y nöthig macht, so 
kann man p Variable, also etwa Y,, Ya, ... y, als unabhängige Variable be- 
trachten. — 


Die Integration erfolgt nun in weit zweckmäfsigerer Weise als gewöhn- 
lich geschieht, wenn man die Hauptintegrale einführt. Man denke sich zunächst 
Y2s Y35 ++. Y, constant, so hat man das System 


ZAdı — Y,dy, 


zu integriren, also n Gleichungen mit n-+1 Variablen. Man setze nach der 
Integration yn—= 0 und bestimme die Hauptintegrale &,, &;, ... x, so sind 
diese Functionen von den z und von Ya, Ya, -.. Y»- In den X und Y setze 
Man 2, 22, ... 2, für 21, 2, ... 2, und O für yı, lasse aber yr, Y3, -.. Y, 
ungeändert, dann mögen sich diese Ausdrücke in X’, Y’ verwandeln. 
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Dies in die gegebenen Gleichungen eingesetzt, und y;, y4. ... y, constant ge- 
dacht. hat man Gleichungen von der Form 
ZA de —= Y;dy,. 

Nach der Integration selze man y„y=0, und erhalte für &,, 22, ... =, die 
Werthe z,. 2%, ... x, als Hauptintegrale dieses Systems; nach Einsetzung 
dieser Werthe mögen die Gröfsen X’, Y’ in X” Y” übergehen, es ist dann 
das System 

ZX”de" = Pd; 
zu integriren. Die Hauptintegrale desselben für y3=0), seien , , & „... U.S.W. 
Fährt man in dieser Weise fort, so kommt man schliefslich auf das System 


—| all ”(p— z 
EXVUD der» — Ye »dy,. 


Die Integrale dieses Systemssind dann zugleich die des gegebenen FAdz => Ydy. 
Führt man noch die Hauptintegrale x dieses letzten Systems ein. so sind 
dies die Werthe der Variablen x, wenn y,. Ya, ..- Y, gleich Null oder gleich 
anderen gegebenen Zahlen werden. Diese Integrale «’ sollen Hauptintegrale 
des gegebenen Systems ZAdx — &Ydy heifsen. Ihre Einführung gewährt 
den Vortheil, dafs alle zu integrirenden Systeme 


3 Xdx = Y,dy,, ZX de = F.dy,, .- EXP Der? — Yeday, 


vleichzeitig aufgestellt und integrirt werden können; schliefslich sind dann die 
Hauptintegrale jedes Systems als Variable in das folgende einzuführen. Bei 
der gewöhnlichen Integrationsmethode verlangt die Aufstellung eines jeden 


Systems erst die Integration der vorhergehenden. — 
Als Beispiel nehmen wir eine Gleichung mit drei Variabeln, welche 
die Integrabilitätsbedingung erfüllt. Sei dieselbe: 


(a, y, det fa, y,2)dy+f(2,y,2)de — 0. 
so integrirt man von einander unabhängig die beiden Gleichungen 
fi(2, y2)da + fe, y,2)dy — 0, 
fı (2,0, 2)de' + f,(2',0,2)dz —= 0; 


in der ersten wird z constant gedacht, und x’ ist das Hauptintegral derselben. 


S. 3. 


Indices eines Systems von Differentialgleichungen. 


Unter Index eines Systems von n Differentialgleichungen soll eine 
Variable verstanden werden, die in a—1 Integralen nicht vorkommt, und nach 
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Auffindung derselben sich durch blofse Quadratur ergiebt. Haben die » Glei- 


chungen des Systems die Form FAdr-- Udt—=0, wo A und Ü Functionen 
der x nicht aber von ? sind, so ist Z ein Index, denn nach Elimination von 
dt hat man noch n—1 Gleichungen, deren Integrale sämmtliche x als Funclio- 
nen von einer dieser Grölsen bestimmen. Diese Werthe in X und U gesetzt 





"ES Ydr ' : 3 i 
geben = —/f Br. Auch wenn die Gleichungen die Form haben: 


AZXdıe-+-Udt=0, wo 4 eine Function von £ allein ist, ist 7 ein Index, denn 
es ergiebt sich schliefslich: /-T _ JE. Durch Elimination des Index 
wird jedes System um eine Ordnung redueirt. 

Es seien jetzt n Gleichungen mit a—+p Variablen gegeben, welche 
Integrale haben, so kann ein solches System » von einander unabhängige In- 
dices enthalten, das heilst es können p Variable so beschaffen sein. dafs sie 
in a -—-p Integralen nicht vorkommen, und nach Auffindung derselben sich durch 
Quadratur ergeben. Dies ist z. B. der Fall bei einem Systeme von n Glei- 
chungen. deren jede die Gestalt hat: 


=ZAdı + U,dtı + U,dt,--.. + U,dt, = 0. 


wo die X und Ü nur die x, nicht die £ enthalten. Hat man, nach Eliminalion 
der dt n—p Differentialgleichungen erhalten, und diese nach der in $.2 an- 
gegebenen Art integrirt, so kann man sämmtliche x als Functionen von p 
derselben, &,, &, ... &,, und von Constanten bestimmen. Wenn man diese 
Werthe in die anfänglichen Gleichungen einselzt. erhält man p Gleichungen 
von der Form: 
dt, = Q,dr, + Q.dı, + Q,dr,, 

wo die Q die &,,. 22, ... x, und Constanten enthalten. Da nun der Aus- 
druck rechts nur von einander unabhängige Variable enthält und gleich d£. 
ist, so mufs er ein vollständiges Differential sein, /, ergiebt sich mithin durch » 
Quadraturen, am bequemsten mit Anwendung des $.2. Man findet zunächst: 


=/"Q dt’, wo {' die Integrationsconstante ist, welche x,,....w, ent- 
0 x, 
hält, dann: © — / O,dx;-+t", wo Q@, dadurch aus Q, entsteht, dafs &,— 0 
0 


geselzt wird, u. s. w.; schliefslich erhält man: 


t = Q,dır, +/ Q:.d.r; +/ 0, de; u od +/ ö er", 
0 0 m vo 


=n=.. 2, = 0 geselzt ist. 


Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 4. 40 
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® 


In; der ganzen Entwicklung ändert sich nichts, wenn n Gleichungen 


von der Form 


AZXde-+ U,dt, +.-- + U,dt, — 
gegeben sind, wo A eine Function von /, allein ist, die in allen Differential- 
gleichungen vorkommt; denn nach der Elimination von /, nehmen die Glei- 


chungen die frühere Gestalt an, und d’, folgt aus einer Gleichung: A = Od, 


) di i 
die wie oben behandelt wird, wenn man = /- ” für 2, setzt. 


$. 4. 
Ueber eine Differentialgleichung mit mehr als zwei Variablen, welche die Integrabilitäts- 
bedingungen nicht erfüllt. (Pfefjsche Gleichung.) 
Damit n Gleichungen mit n- p Variablen n Integrale haben, sind ge- 
wisse Bedingungen zu erfüllen. Ist nämlich 
Ad = Yıdy, + Yıdy,-----+ Y,dy, 
eine der Gleichungen, so kann man PARSE) pP Gleichungen von der Form 


E; =. — Y, bilden, es giebt mithin np» solcher Gleichungen, aus diesen 
Pr 
Lr 


’ i OL, ’ 
bestimmt man die np» Ausdrücke ——; nimmt man zwei derselben — 
OYs Ooy; 


Nr 
5, .„ differentiirt den ersten nach y,., den zweiten nach y,, so müssen beide 
Ysr r 


Werthe gleich sein, dies ist eene Bedingungsgleichung, und es zeigt sich 
leicht, dafs es deren In» (p—1) giebt. Sind dieselben nicht erfüllt, so mulfs 
das System mehr als » Integrale haben. 

Beschränken wir uns auf erne Gleichung mit n Variablen, bei welcher 
wir es dahin gestellt sein lassen, ob sie die Bedingungsgleichungen erfülle oder 
nicht. Diese Gleichung, welche Pfaff zuerst betrachtet hat, heilse Pfaffsche 
Gleichung. Es kommt nun zuerst darauf an, die allgemeinste Auflösung dieser 
Gleichung zu ermitteln. Da jede Auflösung um so allgemeiner ist, aus je 
weniger Integralen sie besteht, so haben wir also zu untersuchen, wie viel 
Integrale wenigstens gegeben sein müssen, um diese Gleichung zu erfüllen. 

Es sei 


41) Xdr, 4 X,de, +... 4 X,de, — EXdı — 
1 


die gegebene Gleichung. wo die A Functionen der & sind, es seien ferner 
als an. bus Urs Un ».. u, beliebige Functionen der #, und p+y=n. 
Nun werde die Unterscheidung der Differentiationszeichen d und d in der Art 
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eingeführt, dafs d dann zu nehmen ist, wenn die Veränderlichen so von 
einander abhängig betrachtet werden, wie es die Integralgleichungen der Glei- 
chung FAdxr—=0 verlangen, Ö aber solche Differentiale andeutet, die als ganz 
unabhängig von einander betrachtet werden, für welche mithin die Zusammen- 
sehörigkeit der = nicht weiter in Betracht kommt. so dafs die Bedeutung des 
Zeichens d genau mit der in der Varialionsrechnung übereinstimmt. Es ist 
dann identisch 


(2) ZzAdr = FTödt+ FUdu, 


wo die 7 und U durch die folgenden Gleichungen bestimmt sind: 





> Or $7 „w 08 
T = 3X, U — 3X. 
ol, Ott; 
Damit nun die Gleichung FAdx —=0 erfüllt werde, müssen alle diejenigen 


dt und dw verschwinden, deren Coefficienten T, U nicht identisch Null sind: 
die enisprechenden / und « müssen also constant werden. Da wir aber die 
’ und « willkürlich genommen haben, so können wir die Bedeutung dieser 
Buchstaben so bestimmen, dafs alle !T—=0 werden; denn wenn dies bei keiner 
Function der Fall sein sollte, so denken wir uns p==(0), ist es bei eener der 
Fall, p=1 u. s. w. Es finden also die » Gleichungen statt: 


or 


8) AZ = 0, 


wo s die Werthe 1. 2,... p annimmt. Das System der Gleichungen (3.) 
ist mit (1.) identisch, man kann sich nämlich unter /,, t,, ... 4, die unabhängigen 
Variablen denken. Die Integrale dieser Gleichungen (1.) oder (3.) sind aber 


Un Uns... %,, denn diese Functionen gleich Constanten gesetzt erfüllen sie. 


g? 
Um die Auflösung möglichst allgemein zu machen, mufs die Anzahl 

der « möglichst klein sein. Aus der Gleichung (2.) folgt nun 

(4) ZAds —= FUdu 


oder 
Gi 


OX: 


\ 





(4°) wie Et 


Solcher Gleichungen (4°.) giebt es n, aus ihnen sollen die Variablen U, u 
im Ganzen 24 bestimmt werden; ist n gerade, so kann also y im Allgemeinen 
nicht kleiner als 4n sein, denn im entgegengesetzten Falle würden nach der 
Elimination der U und « noch Bedingungsgleichungen zwischen den Ä’ stattfinden. 
Ist aber n ungerade, so dienen die Gleichungen (4°.) zunächst. um 4(n-+1) 
Factoren U zu bestimmen; da dann die Anzahl der Integrale # auch gleich 
40 * 





Ne. 
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3(n--1), aber nur 4(n—1) Gleichungen übrig sind, so ist eins der Integrale 
ganz wilkürlich zu nehmen. Man hat also identisch: 
2n 


5) zAdre — Udu+ U,dw +. + U,du,, 


2n+1 
6.) ZA Idpy +U, dw +: U,du,, 


i 
wo g ganz willkürlich ist. Soll die Anzahl der Integrale U kleiner als n 


sein, so sind zwischen den Ä Bedingungsgleichungen zu erfüllen. 

Es läfst sich nun leicht zeigen, dafs die unabhängigen Variablen { ganz 
willkürlich zu nehmen sind. ohne dafs sich die # ändern. Denke man sich 
nämlich »» Gleichungen von der Gestalt: 

2, = Pılhsbyer. tn, Ury Un... U.) 
wo die # die obige Bedeutung haben, die £ beliebig sind, so ist 
EXdr = FCdt+FBodu, 
wo C’ und B sich leicht bestimmen lassen. Wegen Gleichung (4.) ist aber auch 
ZUdu = FZÜdt+-FBodu, 


was nur möglich ist, wenn B,=Ü, und alle Ü=0 sind. — 


$. 5. 
Integration der Pfaffschen Gleichung, wenn die Anzahl der Variablen gerade ist. 
Integriren wir jetzt die Gleichung (5.), in welcher die Anzahl der x 
gerade ist. Die Pfaffsche Erfindung besteht in der höchst glücklichen Wahl 
der an sich willkürlichen unabhängigen Variablen. Er setzt nämlich 
Vera. uf. 2... Duff. 
wo V allein die erste unabhängige Variable ?, enthält, und die « ganz davon 


[rei sind. Dies geschieht z. B., wenn man 
1 1 


ERBEN a, == 1, re u 3 
setzt. Die Gleichung (5.) wird nun mit or multiplieirt, und man hat. da 
alle @ von #, unabhängig sind, 

(7.) | et — Falu 
und 


= 0, 


Jede Function der &, die von £, unabhängig ist, also, wenn man ?, als unab- 
hängige Variable betrachtet, constant gedacht werden mufs, bildet ein Integral von 
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Gleichung (8.). Integrale sind also: &,, @;, ... &,, %, %, ... %,, (da bei 
unserer Annahme «,=1 war; bei anderen Annahmen wären sämmtliche « 


le 






Integrale, aber eins derselben eine Function der übrigen). 





Es soll nun unter Ö immer das Zeichen der Differentiation nach dem N 
ersten der Z, also hier nach /, genommen, verstanden werden, während d und 






J ihre vorigen Paragraphen festgestellte Bedeutung behalten. Da der Ausdruck r 
rechts in Gleichung (7.) /, nicht enthält, ist Oo (ZAXdx) = 0, und wegen 
Gleichung (8.),. welche identisch wird, wenn man sich unter den « Functionen 
von Z£, denkt: 9(F2AXo0x)—=0. Nun ist: 


ii NKZAXOE — ZI(AX)Or 1 ZAXOGE 

E _AZIXör LIAEXIa L EAN IT = AEIK OT + EAN Od — 0, 

da JgAazEÄo0x wegen (8.) verschwindet. Ferner 
o(ZAXdr) = FAXOdTr + FO (AX)dr — 0. 
Durch Subtraction beider Ausdrücke erhält man: 
(9) Z0(AX)de = ALIXOr. 

Da die auf beiden Seiten in dx,. dz,, ... multiplicirten Theile einzeln unter 
einander gleich sind, so zerfällt diese Gleichung in 2n andere: 
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d(AX) = 42,002, j 

1 2 

p 

0X h 

Ö AA, mn AE 7 P OL, ; 3 

(10) (AA:) Pa, 08 

. . . e 

7 (4 A) = er A, “ 5 - OR, 

wo die Summe rechts sich auf alle © erstreckt. Es ist aber N 
n . A = 0X, \ 
0 (AX,) = P oa 2,+-- 4 Fr 2) 4- X,04, \ 


mit Hülfe dieser a verwandeln sich die Gleichungen (10.) in 


Zi: er 4 A\on 












an) %0A=4A3,(5, 
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Dies ist die gewöhnliche Form. Es ist wichtig schon jelzt zu be- 
merken. dafs in diesen 2r Gleichungen A nur als Index im Sinne des $.3 
vorkommt. — Integrale dieser Gleichungen sind die 2Ra—1 Gröfsen o,. 03, ... @,; 
Hı» %, ... a, oder allgemeiner je 2” —1 von einander unabhängige Functionen 
dieser Gröfsen. Zu dieser letzteren allgemeineren Gestalt gelangt man durch 
wirkliche Integration der Gleichungen (i1.), und es kommt nun zur Bestimmung 
der Gröfsen «® auf die Elimination der @ an. Dies erfordert jedoch die Auf- 
lösung neuer Differentialgleichungen. 

Wenn A,» Pa» »-- Pan die Integrale der Gleichungen (11.) sind, so 


ist identisch 


>> Xdr Zn B, IP, 4 B, OP; + EINE + B:,._ı di . 
denn da die  Functionen der & und « sind, mithin auch die « und # Functio- 
nen der A, so nimmt die Gleichung FA A dr — Faodu diese Form an, wenn 





man DB, = 2.0, - selzt, die P sind von /,. oder was dasselbe ist, von A 
voanz frei. Die Gleichung (1.) des $.4 geht also über in 
(12) zBa— 0, 

wo die B nur Funetionen der 5 sind, also in eine Gleichung mit 2n—1 Variablen: 
die allgemeine Lösung derselben erfordert nach $. 4 ein willkürliches Integral 
u— (Ps Pas. Pan), dazu wähle man /, selbst, was unbeschadet der All- 
vemeinheit geschehen darf, da jedes Integral als eine willkürliche Function 
eines beliebigen Systems anderer Integrale betrachtet werden kann, und setze 
demgemäls a,—=/, einer Constanten gleich. In Gleichung (12.) redueirt sich 
dadurch die Anzahl der Variablen auf 2n—2; die Lösung dieser Gleichung ge- 
schieht daher mittelst eines Systems von der Form (11.), in welchem jedoch die 
A, x durch die B, ?, und n durch n—1 zu ersetzen sind. Durch die Integration 
dieses Systems trili dann eine Reduction auf 2” —3 Variable ein, von welchen 
eine %,==y constant genommen wird; dadurch erhält man eine Differential- 
gleichung mit 2r— 4 Variablen, u. s. f., bis man auf eine Gleichung mit zwei 
Variablen kommt, deren Integral «, sei. Alsdann sind w,, %,,...®, die sämmt- 
lichen Integrale der Gleichung FAdxr—=0; um sie zu finden, sind mithin n 
Systeme von Differentialgleichungen bezüglich von den Ordnungen 2n, 2% —2, ... 


4. 2 aufzulösen. 


$. 6. 


Einführung der Hauptintegrale. 
Eine sehr elegante Form nimmt diese Auflösung durch Einführung der 
Hauplintegrale an. Setzt man nämlich in den Integralen der Gleichungen (11.). 








De 
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d. h. in den Gröfsen 9, &,=0, und wird alsdann 2, —= r,, 2, = 1,.... 0 
kann man die ? durch die Hauplintegrale &,, &;. ... ersetzen, und hal 
Z2AXdı = IKdı, 
wo die K an die Stelle der B des vorigen Paragraphen treten, und dem- 
semäfs nur Functionen der x’ von A aber frei sind. Ist A’ der Werth von 
A für 2,0, so ist also identisch 2A’ X dr’ = IF Kd.r, mithin 
Ge) ZA ZAN OL. 

Da x, an die Stelle von /, tritt, so muls u, —=xz, einer Constanten gleich 
gesetzt werden. Es ist dann die Gleichung FA’dx’ —0, welche (12.) 
entspricht, zu integriren, deren Variable „,. x;. X, sind. Diese In- 
tegralion führt auf ein System von 2r —2 Gleichungen, welches (11.), 
genannt werden möge. Das System (11.), geht aus (11.) dadurch her- 
vor, dals man die beiden ersten Gleichungen von (11.) fortläfst und in 


den übrigen 2, ... 2, 3 :.. An, A bezüglich durch z, ... z.; 


Ä,...Ä,,, A, erseizt. Das durch Elimination des Index A, reducirte System 
(11.),. in welchem x, als die erste Variable angesehen wird. habe nun die 
Hauptintegrale &, ... x,, und der Werth von 4, für 2,—0 sei A,, so hat 
man in derselben Weise wie oben die Transformation ZA, A dr = FA, A "dar". 
Wird hierin x, als erstes Integral genommen, so hat man die Gleichung 
ZA"de"—=0 zu integriren, deren Variable x, ... x, sind. Diese Inte- 
gration führt auf ein System von 2rn—-4 Gleichungen, welches (11.), ge- 


nannt werde. Das System (11.), geht aus (11.), dadurch hervor. dafs man 


die beiden ersten Gleichungen von (11.), fortläfst und in den übrigen x; ... #,,; 
A, ... A, Ar bezüglich durch z,... 2), X,...X.., 4, ersetzt. Das 


durch Elimination von 4, reducirte System (11.), habe die Hauptintegrale 
I... 0, U. 5. f. In dieser Weise werden nach einander die Systeme (11.). 


In 


(11.),, (11.), ... (11.),-ı bezüglich von 2n, 2n — 2, 2n —4, ... 2 Dif- 
lerentialgleichungen aufgestellt. Die ersten Variablen dieser Systeme sind 


({n) 


‚yr / / N „(DD ® . , N A 14 
X, 2y, Ian... Zn, die ersten Hauptintegrale derseiben &;, &,, ©, .... 2, ; 


endlich die Indices A, A,, A;, ... A,. Der Uebereinstimmung wegen schreibe 
man für den Index A des Systems (11.) A,, so dafs A—A, ist, und be- 
zeichne die Werthe, welche A,, A,, A;, ... A, annehmen, wenn bezüglich 


: ' „ (n—1) . . / 
2, #35 25, ++. 2, gleich Null gesetzt werden, mit A,, A;, A,, ... 4,, 


dann ist nach Gleichung (12“.) 
A an ER 
EXdr 2 a dat 02, -+...), 


ET N Ver: 


RFRTT 
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1 » 37? n \ A ”Y \ 2] z 1 \ B i 
lerneı zEiX de —= (X, da, + X, da; +). 


2 
u. s. w. Alle diese Umformungen zusammengenommen liefern die identische 


Gleichung: 


(13.) EXdr ee 


71 9 _1Jj I A, A. A,4,4, A, 4, ap wi »(n) (n) 
A020: +37 a a Pat FEN 


Mittelst der PETER Methode, die 2 Systeme von Gleichungen , welche 
zu integriren sind, neben einander aufzustellen und abgesondert von einander 





zu inlegriren, gelingt es also auf diese Weise auch, den durch die Integration 
vedueirten Werth von FA dr bequem darzustellen. Für die unabhängigen 


Variablen /,.t%,,...Z, kann man bei dieser Darstellung die Indices A,. 4,.... A, 
Eh A A,... A, 


ae 


1 








oder auch die Facloren nehmen. — 


Einen noch gröfseren Vortheil gewährt diese Methode, wenn einige 
der Functionen A, etwa A, jprıs Aufpt2s »-: Ar, sämmtllich gleich Null wer- 


den. Dann hat man, nachdem p» Systeme Differentialgleichungen von der 


” ö . . . 7 v1 z 
Form (11.) integrirt, und die Integrale ©,, #;, ... We: gewonnen sind, 


nach abermaliger Integration die Gleichung: 


j (p) „pP | (p) (P) | we. u 
(14.) A); de +X, p+1 dc 2p+1 u; Se 1x7, dx Lu+p — 0 


2p 


| 1 
übrig. Da nun »—1 ah gefunden sind, so sind noch a—p--1 zu be- 


pr” w 2 (?) (p) pP) 
stimmen, und diese erhält man, wenn x, , Zyp41s.-- Z,4, (an Anzahl n—p--1) 


sleich Constanten gesetzt werden, wodurch die Gleichung (14.) erfüllt wird. 


In diesem Falle sind also die Integrale der Gleichung ZAdır — 0 die 


| 2; 2 Pr) m) (p) . 
folgenden: 23, &;, ... Ey.» Dip; Laprıs + Zurp; man erspart die Auflösung 


von n—p Syslemen, welche bei der im vorigen Paragraphen gegebenen all- 
gemeinen Melhode zu bilden wären, und erbält die identische he 


. —. ”rQ A 7 Q ! 4 vu w. . „A, —— — — 
=: | u %r 2 et pl Be 2 2ı ı 


AA! . 4, / (p) (p) 
1, zer dan X (pP) _L f d N x’ 5 2) 
Bir 5 ar in Bei N 4X 14 Ku 4p)- 
1 Arien 








$. 7. 


Integration der Pfafjschen Gleichung bei einer ungeraden Anzahl von Variablen. 


Bei einer ungeraden Anzahl von Variablen hatten wir nach $.4 Glei- 
chung (6.): 
(16) ZAdr = dp + EU du. 
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Da die Anzahl der x hier 2n--1 ist, so ist die der « gleich n. Setzt man 
y gleich einer Constanten «, und eliminirt mittelst der Gleichungen y = a, 


g=2Z = dc —=0 eines der « und das entsprechende (dr, so ist die Glei- 


chung (16.) auf den Fall einer Gleichung mit 2n Variablen, deren x Integrale 
u zu finden sind, zurückgeführt. Es lassen sich auch hier die Hauptintegrale 
einführen und durch diese die Gleichung (16.) transformiren. Statt .,,,, und 
ÖXy,,, führe man nämlich Y und Ip ein, wie dies mittelst der Gleichungen 


f ö A a 
Br... ER Mu Er dw geschehen kann, dann wird: 


EZXdr = FVör-4dy, 





wN 
°P 
F Or; » r 1 
VL, ick 
Ofan +1 OXan Hl 


Der Ausdruck ZEV dr kann in die Form der rechten Seite von Glei- 
chung (13.) gebracht werden. Sind V’,... die Anfangswerihe der V, sind 
Pe ar PEEREn. der V’ u. s. w., so kommt: 

















= A,A, AA... Auge) 
(17.) ZAÄdr =40dp +4 +7Z V,da, +-- TIER. 27 dr 
Bier sind 2, 2: . Pr die ersten Integrale der den ER (11.), 


(11.),. -.. (11.)._, analog gebildeten Gleichungen, die aus jenen entstehen, 
wenn die A durch die V ersetzt werden. und wenn überdies die Variable 


X.,., durch die Gleichung = a eliminirt wird. In V, V', V",.... sowie in 
den A und 4’ ist dann a wieder durch g zu ersetzen. 
Die den Systemen (11.), (11.),, ... analog gebildeten Gleichungen 


nehmen aber in diesem Falle eine symmetrische Form an, die für das Fol- 

sende von Wichtigkeit ist. Man hat nämlich nach $. 4 Gleichung (6.) identisch: 

ZXdr —- 4dg = ZUdu. Nimmt man nun, aus denselben Gründen wie in 

$.5. an, dafs die U die erste unabhängige Variable /, nur in einem gemein- 

schaftlichen Factor = enthalten, und setzt man AA = u, so kommt: 

ZAAXdr — udp = Fadu, 

wo die & von A unabhängig sind. Nun ergiebt sich wie in $.5: 

HFAXOr — uöyl=0, OIFAAdL— udy} —=0, 


da aber 6 





AZXO0dr + FO (AA)dr — Oudy = 
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und 
AZXöde + EI (AX)ör — 


Durch Subtraction beider Gleichungen kommt: 
(18.) Z0(4X)dr — öudy = AZLIXdr 
Mit Berücksichtigung der Gleichung FXöx==0, und in gleicher Weise wie 


in $.5, ergiebt sich hieraus: 
> nn op i xy oÄ, [ : 
(19) o(AA,) — du = 2. S. 04 


ode 
in n op En: 0A, \a 
A, oA f BT - A > ae ne, UL, z 





Y,04 Br op LAS Be oA, “ 


3 ar u ” 


4 7 0 0A 0A: In 
\ Anırı 04 UU Pi. JR —- Az n FRE z »); Ü X, 
p 


ON an4 1 .£ OL 2n+1 


4 und « haben die Form von Indices. Zu diesen 2n-+-1 Gleichungen 





kommt noch 


OD nr 
By or = 0), 


und nach Eliminalion von A und « hat man 2n Gleichungen mit 2n-1 Variablen. 
Wegen y==a ist aber een Integral derselben schon bekannt. Setzt man x, — 
so erhält man, in Verbindung mit = a, die Hauptintegrale x, x;,... z,,; 
es wird dann: 

ZAXdr—= Aldpy+ FEVdr) = udyg+ AEV'ör. 
Der Ausdruck FV’dx’ enthält 2n —1 Variable; nimmt man x; constant, so 
ist dann, zur Bestimmung der übrigen, wieder von den Gleichungen der Form 


(11.) $.5 auszugehen, oder, was dasselbe ist, von Gleichungen der Form (20.), 


in welchen nur die x, A mit den x, V’ zu vertauschen und du=0O zu 


setzen isl. 
$. 8. 


Bedingungen, unter welchen die Pfaffsche Gleichung durch weniger Integrale befriedig! 
wird, als sie im Allgemeinen erfordert. 


Fall eıner geraden Anzahl von Variablen. Wir haben gesehen, dals, 
wenn in der Gleichung ZX dr = FUdu die Anzahl der & gleich 2n ist, 4. 
d. h. die erste Veränderliche, nur als gemeinschaftlicher Factor der U vor- 
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-: r , U J 2 
kommt, mithin aufser den ® auch die Verhältnisse T ä 2 us 2 Integrale 


der Gleichungen (11.) sind. Die Anzahl der Gleichungen (11.) ist. nach 
Elimination von A, gleich 2n—1, also die Anzahl der Integrale gerade aus- 
reichend. wenn rn die Anzahl der ist. Ist aber die Anzahl der », also der 
Integrale der Pfaffschen Gleichung, n—g, d. h. kleiner als n, so ist die An- 
zahl der Integrale der Gleichungen (11.) gleich 2n — 24 —1: so grofs ist 
nämlich dann die Anzahl der « und der aus den U gebildeten Verhältnisse 
zusammengenommen. Hat aber ein System von 2n—1 Gleichungen nur 
2n— 2q— 1 Integrale, so müssen. da sich durch deren Differentiation nur 
2n —- 29—1 Gleichungen ergeben, 24 der gegebenen Gleichungen (11.) Folgen 
der übrigen sein, und dies ist die Bedingung dafür, dafs die Gleichung 
ZXdre—=0 nur n— g Integrale habe. 
Drücken wir diese Bedingungen analytisch aus. Die Gleichungen ( 11.) 
kann man unter Einführung der Jacobischen Bezeichnung 
a 8 





- —— = (9,8) 
OL; OKp (2 ’ 
kürzer so schreiben: 
Ä, 04 — A 2,(P; 1) ÖX,; 
(21 ) \x. oA n— A2,(p; 2)Or,; 
\ Ä,, oA =— A 2, (P; 2n) OL, ’ 
und es ist: 
8) (5 P): (PP) =V. 


Damit nun in der That 24 dieser Gleichungen aus den anderen folgen. mufs 
(22) Z=23,.XA, (pr)=2,0%’(P,0) 

sein. wo r eine der Zahlen ?n, 2n—1,... 2n—2g--1 vorstellt, » jede Zahl 
von 1 bis 2n, wo die Summen sich auf die Werthe 1 bis 2n—24q von o er- 
strecken. und wo die « als die unbekannten Gröfsen zu betrachten sind. 

Man hat also. für jeden Werth von r, 2r-1 Gleichungen. und wenn 
man aus denselben die «, an Anzahl 2r — 2q, eliminirt, so bleiben 24-1 
Gleichungen übrig. Da r aber 24 verschiedene Werthe haben kann, so erhält 
man im Ganzen 24(24--1) Bedingungsgleichungen. 

In $.4 wurde gezeigt, dafs n Gleichungen mit a -p Variablen, um 
a Integrale zu haben, 4np(p— 1) Bedingungsgleichungen erfüllen müssen. 
Seizt man hierin für n und » bezüglich 1 und 2r—1, so wird diese Anzahl 
(2n—1)(n—1). Setzt man dagegen in der Formel 29 (24-1), die wir oben 
erhielten. an — y=1. also y=n—1. so ergiebt sich 2(2n -—- 1)(n—1). also 

41 * 





ter 


m 
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das Doppelte der ersten Anzahl. Da aber diese beiden Zahlen übereinstimmen 
müssen, so ist es nothwendig, dafs in diesem besonderen Fall die aus den 
Gleiehungen (22.) geschlossene Anzahl der Bedingungsgleichungen sich auf die 
Hälfte reducire. Dies gilt aber nicht blos für den besonderen hier vorliegen- 
den Werth von g, sondern es läfst sich ganz allgemein zeigen, dafs, was auch 
y sei, die Hälfte der 24(24-+-1) Bedingungsgleichungen identisch wird, mithin 
nur 9(24--1) vorhanden sind. Denn nach der Elimination der « nehmen die 


Bedingungsgleichungen folgende Form an: 
2,2) IK: u. A Fe 
31) (SI EI 


(23.) 





(w, 1) (w,2) (w3) ... (ww) (w,r) 
w1) (2) (w3) ... ww (vr) 








0) Beh... ; (1,w) (1, r) 
(2,1) (2,2) N) ..% (2, w) 2, r) 


(wi) (w?2) (w3) ... (ww) (w,r) 
X, Ä, N, ER X. A, 


wo r und v alle Zahlen von 2n —2g--1 bis 2n vorstellen, und w—2n —2g ist. 

Von der zunächst anzustellenden Betrachtung bleiben die Gleichun- 
gen (23°.) ausgeschlossen. Da jede der Zahlen r und v in (23.) 24 Werthe 
durchläuft, so stellt (23.) ein System von (24)’ Gleichungen dar. Unter diesen 
sind 2g, in welchen r—ev ist. In Berücksichtigung der Gleichung (p, s)—=—(s,p) 
wird in diesem Falle. da die Anzahl der Columnen von (23.) ungerade ist, 
durch Vertauschung der vertikalen Columnen mit den Horizontalreihen das Vor- 
zeichen der Determinante (23.) geändert, da aber bei einem solchen Ver- 
tauschen die Determinante unverändert bleibt, so ist dieselbe identisch Null, 
d. h. es werden 2q der Gleichungen (23.) identisch. In allen 44°—2y übrigen 
Gleichungen (23.) ist # von v» verschieden, und in je zweien, die durch Ver- 
tauschung der Werthe von r und ® aus einander entstehen, unterscheiden sich 
die linken Seiten aus den nämlichen Gründen, die soeben angeführt wurden, 
nur durch das Zeichen. Als identisch ist daher die Hälfte dieser Gleichungen 
zu zählen, d. h. 247’—qg. Die oben betrachteten 24 -Gleichungen mitgerechnet, 
erhält man also 24°--g identische, und es bleiben milhin von der früher be- 
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rechneten Anzahl der 24 (24-1) Bedingungsgleichungen nur die Hälfte, d. h. 
y(29-} 1) Bedingungsgleichungen übrig. 

Fall einer ungeraden Anzahl von Variablen. Es sei nun die Anzahl 
der x gleich 2n-+1. Bleibt das willkürliche Integral bestehen, so redueir! 
man vermiltelst desselben die Anzahl der Veränderlichen um eine, und es 
finden die obigen Betrachtungen stalt. 


Soll aber das willkürliche Integral verschwinden, also die Gleichung 
Ad —0 durch n Integrale befriedigt werden, so ist in den Gleichungen (20.) 
u=0 zu setzen. Bezeichnen wir diesen besonderen Fall der Gleichungen (20. ) 
mit (20°.). so haben die Gleichungen (20°.) ganz die Form der Gleichun- 
gen (11.), von denen sie sich nur dadurch unterscheiden, dafs ihre Anzahl 
nicht 2rr sondern 2n—+1 ist. Nach Elimination von A bleiben von den Dif- 
ferentialgleichungen (20°.) 2n übrig, die durch 2» — I Integrale befriedig! 
werden sollen, also mufs eine Differentialgleichung identisch sein. Die Be- 
dingung hierfür wird durch (22.) dargestellt, wenn man darin r = 2n--| 
setzt und die Summen auf alle Werthe von s von 1 bis 2r ausdehnt. Diese 
Form, die in Rede stehende Bedingung auszudrücken, läfst sich nun wieder 
durch die Gleichungen (23.) und (23°.) ersetzen, wenn in diesen Gleichungen 
w—=?Rn, r—=v—2n--1 genommen wird, so dafs jedes der Systeme (23.) 
und (23°.) nur eine einzige Gleichung darstell. Aus den eben angeführten 
Gründen wird aber Gleichung (23.) identisch, so dafs nur eöne Bedineungs- 
gleichung für diesen Fall übrig bleibt. 


Sollen aufser dem willkürlichen Integrale noch y andere. im Ganzen 
also 4-1. wegfallen, so haben die Gleichungen (20°) 2” —2y—1 Integrale, 
es werden von den Gleichungen (20°.) 24--1 identisch; man erhält in Folge 
dessen wieder die Bedingungsgleichungen (22.), wenn man für r die Zahlen 
2n — 29 +1 bis 2n-+1, für » die Zahlen 1 bis 2” --1 setzt und die Summen 
von ?=1 bis !=2n--1 ausdehnt. Diese Gleichungen (22.) lassen sich 
wieder durch (23.) und (23°.) ersetzen, wenn w—=?2n —2g und für r und 
v jede der Zahlen 2n — 2y-+1 bis 2n--1 genommen wird. Die Anzahl der 
Bedingungsgleichungen ist demnach (24--1)(24-+2). von denen jedoch aus 
den oben angeführten Gründen die Hälfte identisch wird, so dafs im Ganzen 
(29+1)(g +1) übrig bleiben. 

Hat z.B. 2 Xdr —0 nur ein Integral. so müssen die Gleichungen (23.) 
und (23°) die Bedingungen der Integrabilität ergeben, und die Anzahl der- 
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selben ist bei einer geraden Anzahl 2n der x: (n—1)(2n—1), bei einer un- 
seraden Anzahl 2n--1 der x: n(2n—1). 


$. 9. 


Vereinfachung der allgemeinen Methode zur integration der Pfafjschen Gleichung, wenn 
sie den im vorigen Paragraphen entwickelten Bedingungen genügt. 

Da nach Fortfall der identischen Gleichungen und nach Elimination von 
A in beiden Fällen 2” —2y—1 Differentialgleichungen (11.) oder (20°.) übrig 
bleiben. diese aber im ersten Falle 2n, im zweiten 2 +1 Variable enthalten. 
so müssen, bei gegebenen 2n Variablen x, 24 derselben, bei gegebenen 2n--1 
Variablen =, 24+1 derselben unabhängige Variable sein. Die Gleichungen 
ig oder (20°.) sind dann nach der in $. 3 gegebenen Methode aufzulösen. 
Sind 2,» 2, ... 7, die unabhängigen Variablen. wo s bezüglich gleich 24 
oder gleich 29-1 ist, so hat man s Systeme von Differentialgleichungen mit 
2n—s--1 Variablen zu integriren, und durch successives Einsetzen der Haupt- 
integrale für: 

2,0, ser), zen uenel, ... use tel 


erhält man schliefslich die Hauptintegrale De u ... der Systeme (11.) 


oder (20°). Durch Einsetzen der Werthe 0, 0, ... 0, x... €. . für 
Lis Eos +++ 2,5 Zorn Zurzy -«. verwandle sich nun A, X,.., e.” im 


r(s) (s) . . . 
Me 4 Me wird identisch: 
EXdr = 3 (Kur de‘) + Ke, er). 


Die Summe rechts hat immer ie gerade Anzahl von moi nämlich 2n — 2g, 
nan kann also nach der in $. 6 gegebenen Methode fortfahren, die Reduetion 
auszuführen. 

Die bereits geleistete Integration vertritt im Falle einer geraden An- 
zahl von Variablen die Integration von 4 Systemen mit je 2n, 2n—2., 
2n — 2g--2 Variablen, welche im allgemeinen Falle auszuführen wäre. In 
unserem Falle waren dagegen 24 Systeme jedes mit 2n —2q +1 Variablen 
zu ınlegriren. was also eine namhafte Vereinfachung in sich schliefst. Aehn- 
liches findet bei einer ungeraden Anzahi von Variablen statt. 

Es ist klar, dafs diese Reduction auch dann einträte, wenn es sich bei 
irgend einer Aufgabe darum handelte. ein System von Gleichungen von der 
Form (11.) zu integriren. ohne dafs es auf die Integration der Gleichung 
> Adxe— 0 ankäme. 
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$. 10. 

Vortheile für die Integration der Pfafjschen Gleichung, wenn ein Integral bekannt ist. 

Da man bei der Integration eines Systems von Differentialgleichungen 
in der Regel ein Integral nach dem andern findet, so fragt es sich, wie sich 
die Aufgabe vereinfacht, wenn een Integral bekannt ist. Im Allgemeinen be- 
wirkt dies die Reduction des Systems um eenen Grad. In unserem Falle aber 
ist der Vortheil ein gröfserer. — Ist die Anzahl der Variablen gerade und 
ein Integral bekannt, so kann dies immer als das erste betrachtet werden. 
Erinnert man sich an die früher erhaltene Gleichung ZAXdx — Fadu und 
versteht unter %, das bekannte Integral, so hat man: 

z4AAXdı — a,du = dw + dw. ta, du,. 
Dann folgt ganz wie in $. 7, wenn man an die Stelle der dort mit « und y 
bezeichneten Gröfsen «, und u, treten läfst, 
Z0(AX)dr — Oda,du, = ArdXÄör, 

und aus dieser Gleichung ergiebt sich ein System, welches die Form deı 


Gleichungen (20.) hat, nämlich 
A, 0A = 00, 








a N) e 1 ‘ e 
(24.) JA: oA= 04, - +4A42,(»; 2)0X,, 


n a a ö ; 
A — 0, ——- +A2,(p, ?n) o.r,. 
In 


oX2 





Mit Hülfe der Gleichung %, = Const. und von zweien dieser 2» Gleichungen 
kann man x,,. A, «, bestimmen, und hat dann noch 2r —2 Gleichungen 


übrig. Die Anzahl der Integrale derselben ist aber 2n—3, sie sind nämlich: 


& 


BER a 22 I.: 
U;, U, ... %,, und die Verhältnisse: —.. u Er 1 (denn in der Glei- 





2 2 
- 


chung ZAXdu — a, du, = mdWw-+ 0,0u; +... kann man sich ganz wie oben 
die erste unabhängige Veränderliche als gemeinschaftlichen Factor der &,, %;, ... 
denken). Es ist also unter den Differentialgleichungen eine identisch, und es 
sind zwei unabhängige Variable in den Gleichungen (24.) vorhanden. Dies 
ergiebi sich auch schon daraus, dafs der Definition der «& zufolge «, von A 


unabhängig ist. 
Statt eines Systems von 2” —1 Gleichungen mit 2r Variablen, hat man 


also jetzt zwe? Systeme von 2n—3 Gleichungen mit 2r—2 Variablen zu in- 
legriren, um zu den Integralen von (24.) oder (11.) zu gelangen. Da nun 





EN, 
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im allgemeinen Falle, wo ein beliebiges System von 2r Differentialgleichungen 
vegeben ist, erst die Kenntnils von zwei Integralen das System auf 2n — 3 
Gleichungen mit 2» —2 Variablen reducirt, so kann man. wenn man davon 
absieht, dafs statt eenes Systems in unserem Fall deren zwer zu integriren sind, 
wenn man also nur auf die Art des Problems. nicht auf die Anzahl der 
Systeme sieht, sagen, dafs bei den Pfuffschen Gleichungen die Kenntnifs eines 
Integrals die Aufgabe so reducire. wie im allgemeinen Falle die Kenntnifs 


von zweien. 

Da die Gleichungen (11.) 2r — 1 Integrale erfordern. die Gleichun- 
ven (24.) aber nur 2” —3 geben. zu welchen noch a, kommt. so scheint ein 
Inteeral der Gleichungen (11.) zu fehlen. Dies ist jedoch «, selbst. denn «, 
ist von A unabhängig; dies fehlende Integral hat die Form eines Index. wird 
also nach Auflösung der Gleichungen (24.) durch Quadratur gefunden. — 


Ist nun ein ferneres Integral der Gleichungen (24.), also ein solches. 
welches nicht mit , oder «, zusammenfällt, bekannt, so kann dies für w, ge- 
nommen werden, da nach $.5 das erste Integral jedes Systems ganz beliebig 


oenommen werden konnte, dann ist: 
ZAÄdr — a,du, — ,.0W —= 0,0uU, 4 0,0u,- :-- 0, du 
AAO ‚du, ‚OU; ‚du, o,du,- La,du,, 


und ganz wie in $.7 lassen sich dann die Gleichungen bilden: 


es 


ou, 


Or 


—- 0 +A2,(p,1)öx,, 


\OL,, 


2 | = f ‘ \ i 
a 7 4 —, Js 2n ( LI: 


I, &,. @, sind Indices; die Gleichungen redueiren sich mit Hülfe der con- 
stanten Werthe von %,. w,. nach Elimination von z,. 2,. A, &,. &. auf 
2n —3 Gleichungen mit 2 —2 Variablen; die Anzahl der Integrale ist aber 
2n—5. mithin werden, wie dies bei der Unabhängigkeit der Gröfsen A, «,. ©; 
von einander sich auch von selbst versteht, drei Variable unabhängig, und es 
sind drei Systeme von 2rn —5 Gleichungen mit 2” —4 Variablen zu integriren. 
Ist im Allgemeinen von einem System von 2rn —3 Gleichungen ein Integral 
bekannt. so hat man noch 2r — 4 Gleichungen. also vertritt auch diese In- 
tegralion in dem oben erwähnten Sinne die Stelle von zweien. Aufser %; 
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fehlt dann in den Gleichungen (25.) noch ein anderes Integral der Gleichun- 
gen (24.), und dies ist wieder der Index o,. 

Ist von den Gleichungen (25.) wiederum ein Integral «, bekannt. so 
erhält man Differenlialgleichungen von der Form: 


u N ’ on, ’ on, . ou, . a 
(26.) AÄAo0A = 00,2, 7 00 7 00, = 1 A2,(p,s)OX,, 
es sind dann vier Systeme von 2» —”7 Gleichungen mit 2n—6 Variablen zu 
integriren, u. Ss. f. Die in den Gleichungen (24.), (25.). (26.) u. s. w. nicht 
enthaltenen Integrale der Gleichungen (11.) sind die Indices «,, &,. &,. Sind 
alle bekannt. so ergeben sich die Indices durch Differentiation. denn man 





Or. 


L n ou ‘ Y . . . . ’ . . . 
hat AR, = a u: 2n Gleichungen, die in Beziehung auf die « linear sind 
« pP 
und zu deren Bestimmung hinreichen. Sind aber nicht die noch übrigen «r, 
sondern nur die Integrale der Gleichungen (26.) bekannt. so ergeben sich 
Oj» %, 0% nur durch Quadratur. 
Ist von dem System (26.) wieder ein Integral bekannt. von dem neu 


entstehenden wieder eins und so fort bis zum r'”, so erhält man Gleichungen 





von der Form: 


7” [2 « ou r 
‘ re u 5 / > ) are 
(27) A,0A = 2,00, — A2,(p,s)or,. 
wo für » und s alle Zahlen von 1 bis 2n, für q alle von 1 bis r zu selzen 
sind. Ist diese Gleichung (27.) integrirt, und sind F,,,,. Va,:>. ..- F;, ihre 


Integrale. so hat man: 

ZzAdr — Z,a,du, = d,,10V2414 bar 0V 24244 60V 
Sind die «, « und V bekannt. so sind es auch die 5, und man behandelt die 
Gleichung Z65dV = 0 ganz nach der in $.5 angegebenen Art. 


$. 11. 


Vortheile für die Integration, wenn gleichzeitig zwei oder mehrere Integrale 
gegeben sind. 

Sind zwei Integrale der Gleichungen (11.) gleichzeitig gegeben. und 
ist eins derselben a, zugleich ein Integral der Gleichungen (24.) oder, was 
dasselbe ist, ein Integral der Gleichung ZAÄdxr — 0, denn das erste Integral 
jedes Systems kann auch als ein Integral der letzteren Gleichung betrachtet 
werden, so würde mit denselben ganz wie im vorigen Paragraphen zu operiren 
sein, mithin durch diese zwei Integrale die Aufgabe so reducirt werden. wie 
im allgemeinen Falle durch vier Integrale. Im Allgemeinen ist nun «, eine 
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Function von %,, &, und einem beliebigen Systeme von Integralen der Glei- 
chungen (24.). Es kann aber wu, vermittelst der Gleichung w, = Const. 
eliminirt werden. Ist auch «a, in w, nicht enthalten, so ist letzteres ein In- 


tegral von (24.). Die Bedingung für dies Nichtenthaltensein ist: (Se )=0. 
Setzen wir nun in den Gleichungen (24.) die Indices A und «, als unab- 


hängige Variable, so verwandeln sich die Gleichungen (24.) in zwei Systeme 
von der Form: 


X=43,(p9(&2), 0= 5 +4=(p,s)(e) 


Das erste System ist identisch mit dem System (11.), wird also jedenfalls «, 
zum Integral haben, aus dem zweiten kann man die Differentialquotienten: 


ox Or, Or, . . r . 
5 2), (Fe), Re: ( ) berechnen und in die Gleichung 
00, oa, / ca, 





ou, :) — OR ou, OX, 
da, nt: 7% oa, 


einselzen: man erhält dann: 


on. l ou, om. 
2 u DE 2 
) O0 


u Fr PF os, OR; 
wo die @ leicht zu bestimmende Functionen der Gröfsen (p,s) sind. Die 
Bedingungsgleichung dafür, dafs «, und «, wirklich die angeführte Reduction 





bewirken. ist 
ni ou, om, a 


PET Bi OR: 





Sind gleichzeitig drei Integrale w,, w,, w, gegeben, so wird das Pro- 


blem so redueirt, als wären im allgemeinen Falle sechs Integrale bekannt, wenn 


W,\__ (2 BEN FR? ä EEE 
a) — en) (= .)—=0 ist, Die Ausdrücke —, ——, die hierin 


o@, O4, 





vorkommen, PR dene die dkctintaen (25.) gegeben, welche man schreiben 


kann: 
ou, or 
0= nt A>,(p,s) "= ' 
ou, oxX 
0 = dr +42,(p, En 


Sind rn Integrale gegeben, welche die Gleichungen: (Ze —(, 


6 )= = )=0, Er Fe) 2 en ( nen )=0 erfüllen, so 


oa, 0a,_ı 


sind dies 2 n Integrale der hen ZXdrt—=0. Die dann noch fen- 
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lenden Integrale der Gleichungen (11.) sind die «, und diese lassen sich aus 


den Gleichungen: FAX sn 


Sind aber nur » Integrale # bekannt, so ergeben sich die «,, &, ... @, 
aus den Gleichungen (27.) durch Quadratur unter Anwendung des $.3. — 
Kommen wir nun wieder auf den Fall, wo zwei Integrale gleichzeitig 





— «a, bestimmen. 


segeben sind, zurück, und nehmen wir an, es sei der Ausdruck: 
(es) Ba 1 0 ou, om, 
da) Ten dr, Or, 
nicht gleich Null, so ist, da «, und «, Integrale der Gleichungen (11.) sind. 
on, 


jedenfalls (2) ein neues Integral. denn =, ist irgend eine Function von 
| 1 


den Hauptintegralen der Gleichungen (24.) und aufserdem von «,: die- 


: oz ou 
selbe Form mufs dann natürlich auch (Ze) 





haben. also ein Integral der 





Gleichung (11.) sein. Um dies Integral bestimmen zu können, mufs je- 
doch der erste Index A bekannt sein. Nehmen wir an. A sei in der That 


OU,N . } 
2) identisch 


oa, 





bekannt. so können drei Fälle eintreten. Entweder es ist ( 


einer Constanten gleich, also #,= eeo,, dann kann dies Integral nur dazu 
dienen, den einen Index «, ohne Quadratur zu bestimmen; oder es ist (=) 
"du, 
p(w,) 
noch geringer. er besteht nur darin, dafs die Quadratur, welche «, bestimmt. 
sich gleich anfänglich. ohne dafs die Integration der Gleichungen (24.) voll- 


ou. R a 
2 weder der Null noch einer 





„ dann ist der Vortheil 





einer Function g(,) von %, gleich, also af 





endet ist. machen läfst: oder endlich es ist ( 
Oo l 


en 





Y . . . . . . ‘OU, ie 
Gonsitanten noch einer Funclion von %, identisch gleich, sondern ge === 
oa, 


ist ein neues Integral. dann läfst sich mit @ wie oben mit %, verfahren. 


a or ’ 
Ist nämlich (—)=0, so ist v, wie vorher %,. zur Reduction des Pro- 
E - 
a O0 . . . { 
blems zu gebrauchen; ist ( gleich einer von Null verschiedenen Constanten 
| da 


a a . ; ' ' ov 
oder gleich einer Function von ® allein, so ergiebt sich nur «, daraus; ist (—) 


eine Function von %, oder von %, und ®, so geben die beiden Gleichungen 
ou ov ’ ov F(u,,® 
(> ie 9, —)= p(m.), welche auf die Gleichung: —— = Art) zu 
00, da, Be: | ou 


2 Ü 
rückkommen, ein Integral w(w,.v). welches von «, unabhängig ist, mithin zur 


Reduction dient, aufserdem ergiebt sich «, selbst durch Quadratur; ist endlich 
(89, 
\de 








eine auf «, und » nicht zurückführbare Funclion = der z, so ist w 
42 * 
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ow “ 
ein drittes Integral, und es ist nun der Ausdruck (=) zu untersuchen, für 
1 
welchen wieder dieselben Fälle zu unterscheiden sind. 
ow i ö 
Ist ins Besondere ve ) eine Function von %, v®, w, so geben die 


eo. ou, a EA i 
(rleichungen ( —)=v, —= mw, (—)=gy(m,v,w) zwei von a, MM- 
o@, (= 


abbängige Integrale, und ee die Bestimmung von «, durch Quadratur. 
Kins der unabhängigen Integrale wäre für die Reduction brauchbar, für das 


a ni os 
andere, welches s sei, käme es auf die Untersuchung des Ausdruckes (—) an. 
. Bu 


Findet man nun durch die Gleichungen 
(Fe ( or ge 
—v, - eu, = ww’ u. Ss. W. 
‘now, 
immer neue ERRR und ist keine von Bd der Null oder einer Con- 
stanten, noch einer Function von ,. v, w, we, ... identisch gleich. so ge- 
lingt es immer neue Integrale zu finden; und kann man dies (2”n—1)mal fort- 


setzen. so hat man alle Integrale der Gleichungen (11.) mittelst der zwei 


voevebenen %,, Us. 
Für drei gegebene Integrale lassen sich leicht ähnliche Schlüsse machen. 


$. 12. 
Zusammenfassung der gefundenen Resullate. 

Wenn wir das in $$.4 bis 11 Gesagte nochmals zusammenfassen, so 
haben wir folgende Ergebnisse: 

I. Die Gleichung FA dx = hat, je nachdem die Anzahl der Variablen 
27 oder 2n--1 ist, 2 oder n-; 1 Integrale. Im letzteren Falle ist darunter 
ein willkürliches ($. 4): wenn mit Hülfe desselben eine Variable eliminirt 
wird. ist die Aufgabe auf den ersten Fall zurückgeführt. 

II. Die Bestimmung dieser Integrale führt zu rn Systemen von Dif- 
ferentialgleichungen mit bezüglich 2r, 2n—2,... 6. 4,2 Variablen, ($. 5, (11.)) 
von denen bei 2r--1 gegebenen Variablen das erste die Form in (20.) $.7. 
annimmt. Fallen jedoch in der Gleichung FAdxr — 0 von den Functionen X 
n—p aus, so hat man nur » Systeme von Differeutialgleichungen zu integriren 
($. 6, Schlufs); fallen ins Besondere » — 1 von den Functionen X aus, so 
dafs die vorgelegte Gleichung sich auf A, dx, + A,dır, 4 ..- 1X, ‚de, 0 
zusammenzieht, wo die Ä Funclionen von 2, 23, #3. :.. 2, Sind, so ist 


nur en System zu integriren. 








RR er 


BERREH a 


AR; 


ei ie etz, 
ae Sa re 2 VE 
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II. Soll die Gleichung ZAdx = 0 weniger Integrale haben als be- 
züglich n oder n--1, so müssen bei 2n Variablen g(24--1) Bedingungsglei- 
chungen, bei 2n-+1 Variablen (y--1)(24-+1) Bedingungsgleichungen erfülli 
werden, damit die Anzahl der Integrale n—y sei ($.8), dabei !rilt eine 


Reduction der zu integrirenden Gleichungssysieme ein, derart. dafs man stali 


q Systeme mit bezüglich 2n, 2n —2,... 2n — 24-2 Variablen 24 Systeme 
jedes mit 2n — 24 +1 Variablen zu integriren hatte ($. 9). 

IV. Besondere Vortheile ergeben sich bei Auflösung der Gleichun- 
sen (11.), wenn man en Integral derselben kennt. Dadurch wird die Aul- 
gabe auf zwei Systeme von 2n— 3 Gleichungen mit 2r—2 Variablen redueirt. 
Ist auch von diesen ein Integral bekannt. so sind alsdann drei Systeme von 
2n—5 Gleichungen mit 2» —4 Variablen zu integriren. Ist auch von diesen 
ein Integral bekannt, von den neu entstehenden wieder eins und so fort, und 
sind so im Ganzen » Integrale bekannt, so hat man dann noch p-+1 Systeme 
von 2n — 2» —1 Gleichungen mit 2r — 2» Variablen zu integriren,. und die 
Gleichung FZXdır —=0 ist auf diese Weise so redueirt, als hätte man die y 
ersten Systeme der Gleichungen (11.) bereits integrirt ($. 10). Man kann 
dies auch so ausdrücken: Jede Integration vereinfacht die Aufgabe, abgesehen 
von der Anzahl der zu integrirenden Systeme, so, als wären zwei Integrale 
im allgemeinen Falle der Auflösung von Differentialgleichungen gefunden. An 
der Stelle der ersparten Integrationen sind Quadraturen auszuführen. 

V. Sind zwei, drei oder mehr Integrale gleichzeitig gegeben. so sind 
gewisse leicht aufzustellende Bedingungsgleichungen zu erfüllen, damit diese 
2,3... Integrale die Aufgabe so redueiren, wie im Allgemeinen 4, 6 
Integrale ($. 11). Werden diese Bedingungsgleichungen nicht erfüllt, so lassen 
sich andere Vortheile ziehen. Unter Umständen sind zwei Integrale und ein 
Index hinreichend, um das Problem vollständig zu lösen. — 

Diese Uebersicht wird zum bessern Verständnifs des folgenden Para- 


graphen dienlich sein. 


$. 13. 


Anwendung auf die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Es sei jetzt 





a (2 2,7 x En. 8 ) 
— p\%, Lıy Tas. Du, Pr Pe De IE 


eine beliebige partielle Differentialgleichung erster Ordnung, so kann man dafür 
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das System setzen: 








a —= (2, 213 824... Ins Pıs Pas --- Pu) 
und 
u a 2  E 
BETT or, ERS ei Pr, 


Diese lelzteren Gleichungen sind identisch mit der neuen: 
dz — p, de, — pda, — — p,dır, — 0. 





wo zwischen z und den x und p die Bedingungsgleichung y = a statlfindet. 
Diese Gleichung stimmt mit der Gleichung FAX dx — 0 überein, wenn man 
statt der x setzt: 2, 2, , &32...0,5 Pıs Pre. Pu, Statt der Kaaber: 1. —pı. —p:. 

—pP,»0.0,...0; die Anzahl der Variablen ist nämlich 2n +1, von den 
A sind dann n—1 gleich Null. Eine Variable kann man mittelst der Gleichung 
= a eliminiren, oder auch diese Gleichung als das willkürliche Integral be- 
trachten,. welches im Fall von 2n--1 Variablen immer auftritt. Den letzteren 
Weg wollen wir einschlagen, die Gleichungen (19.) oder (20.) geben dann: 








ri Mi n 08 . n„ Op R R n. 09 
28.) p0oA+ü—— — Adöp, HIT — Ad, —OA-+O g. 
Ei Tr OX, .. Op; ei OT 
Mittelst der letzten Gleichung kann man 64 eliminiren. und hat: 
oa 4 of op PN $ e,, cp : . 
28) At) An, ai Ki 


wozu noch die Gleichung 

02 = Zporxr 
kommt. Da nun in diesem Fall a—1 der Functionen Ä gleich Null sind, so 
ist hier nur ein System von Differentialgleichungen (28.) oder (28°.) zu in- 
tegriren ($.12, 11.). Sind, für 20, r,, 23, ... &,, Pi» Pas --- P, die Haupt- 
integrale desselben und A’ der Werth von A, so ist 


' 4' j j / \ / / \ dis 
2 — 9,0%, — 000 u dr, Do rg (pP, dr, +m0r;, 4 vw. -- p,IX,). 


Die Integrale der Gleichungen (28.) sind aufser x, ... z, noch 9,5, Pr» - -- Pr—ı- 
Was über die Vortheile, welche die Kenntnifs eenes Integrals ge- 


währt, gesagt worden ist, gilt hier unverändert. Sind gleichzeitig zwei In- 


; ou 2 . 
tegrale gegeben, so nimmt indessen der Ausdruck (> .) eine besonders ein- 


a 
1 
fache Gestalt an. Wie in $.10 beweist man nämlich die Gleichungen: 
ou ou e ni... Mi A 
00, (= 1 „Z)—=—4Aöp 00, — ı — dor 
or, P. 0% Ps> dm OX, 
(man erhält dieselben, wenn man die Gleichungen entwickelt. welche sich aus 
der Kenntnifs des Integrals «, ergeben $. 10, (24.). und A und «, als unab- 
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hängige Variable EEE Da nun: 





























pe) BR,’ )+= Or; 5  y 9% (2er) 
WE Ze : ’° ” - oa, / 17 Op, \de, 
ist, und da sich 
OL; 1 ou, op; 1 rou | ou, \ 
Be (Wir 
oa, A op; oa, A \oOX; 03 
% ) ey Of, 2 zp 
de, N OB, Fi 


ergiebt, so kommt: 
(29.) () we LESS (a ou, Lp, ee) dm, (ou, Ip SM), 
de, Be a A DB NGr, ' 7’ 05 4 


und das Criterium dafür, dafs w,, w, die Aufgabe so reduciren wie vier In- 








tegrale, wird: 
be (2% on, tip ,N\_ on, ou, Lip, ou, ))- 
"\op; \Os, ' 0% Oops Or, ! 02% 

Betrachten wir ins Besondere eine partielle Differentialgleichung. in 
welcher 2 selbst nicht vorkommt, sondern nur dessen Differentiale. so dafs y 
von 2 unabhängig ist, alsdann wird wegen der letzten Gleichung (28.) 4 
constant; denkt man sich daher in den Gleichungen (28°.) A durch AA ersetzt. 


so nehmen dieselben die Form an: 











(30.) u. st, En FR = 


Mittelst 9=a läfst sich eine Variable Bu x ist in den Gleichungen (30.) 
nicht vorhanden, also redueirt sich das System (28°) um eine Ordnung. 
Schliefslich ist dann z gegeben durch die Gleichung 


rer 


so dafs, wenn nach der Integration des Systems (30.) die x und p als Funetionen 
von 4 bestimmt sind, fm. Ze di wird, die Variable x mithin als Index 


des Systems vorkommt. Sind «, und w, wieder zwei gleichzeitig gegebene 





Integrale, so wird: 








a ou, Ou, ou, ou, 
u Fa = OL; = Op; Or; ): 


(Es ist dies der von PR bei einer anderen Gelegenheit benutzte, von 
Jacobi für die Integration der mechanischen Gleichungen angewandte Ausdruck.) 
Dieser Ausdruck enthält den Index A nicht, es ist dies also der einzige Fall. 
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wo alle die Schlüsse, welche sich für die Integration der Gleichungen ergaben. 


ou 





wenn \- 
noau 


einen Index A zu kennen braucht. In dem vorliegenden Falle it A—= 4), 


“nicht gleich Null ist, sich immer machen lassen, ohne dafs man noch 


i 





da A constant ist; sind &,, Zar... 2; Pı» Pas». 9, die Hauptintegrale für 
20. so wird also identisch: 
2 mdr — pIL,— — pda, = — pIL — IL, — + —p,OH,. 

Die Auflösung der Gleichungen (30.) oder die Auflösung einer partiellen 
Differentialgleichung. welche die unabhängige Variable z nicht selbst enthält. 
löst also auch die Aufgabe. den Ausdruck dz — pda, - pda — "—p,dr,, 
wo die p und .z durch Gleichung g=«a verbunden sind. in einen anderen 
von derselben Form zu verwandeln. — », dr, — dr; — ++ —p,dr,, der ein 
(rlied weniger hal. und wo die Funclionen p', .r’ von den p, x und von z ab- 
hängig sind. Auf diese Transformation aber sind die Aufgaben der Variations- 
rechnung zurückzuführen. 


Berlin. im Januar 1860 
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Memoire sur la theorie de l’elastieite des corps 
homogenes ä elastieite constante. 


(Par M. L. Lorenz a Copenhague.) 





N ous designons par N,,. N,, A, et T\,, 7;, T', les composantes 
normales et tangentielles, rapporteces ä l’unite de surface, de la force £lastique 
exercee sur les trois plans perpendiculaires aux coordonnees rectangulaires 
x, y etz; par u, v, w les projeclions sur les axes coordonnes du deplacemen! 
d’un point materiel (#,y,2); par o la densite du milieu; par A, Y, Z les com- 
posantes des forces acceleratrices qui pourraient agir sur l’elöment de la masse. 

Les equations qui servent comme point de depart dans les problemes 
que je me propose de resoudre, donnent pour les forces elastiques les valeurs 








FR lu dv di 
— 10+2u —, T, = 1 i 
N, = 10+ Qu Tr ST ( ET% ) 
FR dv m__ dw , du 
N, = 40 Au: LE, == u (Z—- = . 
Be ac m._\_ du , dv 
N, —— 10 nu 2u Az , fi y— A dy : dr s 


dans lesquelles 4 et « sont des constantes, et # c. a. d. la dilatation est 


exprimee par: 
du , dv | dw 


a er " 


— 





De ces six equations on deduit, en mettant 
Be 0 BE. 
a 


N? 





 dy* I dz®? 
dans le cas de l’equilibre d’elastieite: 


’ Bl ee I 
\\ + u) Tr +uAu +0oÄX = (0. 





(1.) De +e/=90. 


+ +uNw+oZ —= (0. 
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et dans le cas du mouvement: 

tu) 2 + uU 40x = or, 

2) 4m) tude ter = ehr 


“ dd 7 d’w 
(Ara) +uAwr9Z — Tre 





Elimination des forces acceleratrices. 


Les fonctions u, v, w se composent de deux especes de termes, dont 
les uns, que nous designerons par %,, ©,, ı, font disparailre les composantes 
des forces acceleratrices A, Y, Z; les autres forment les integrales gen6rales 
des equations (1.) et (2.), ces forces &etant nulles. Nous ferons done voir 
que l’on pourra toujours determiner les fonctions %,, d%, wu, les A, Y, Z 
elant des fonctions connues quelconques, et pour generaliser le probleme nous 
supposons que ces forces sont aussi des fonctions du temps ?, ce que nous 
designerons en ajoutant un Z£ sous le signe de ces fonctions. 


En effectuant les differentiations, on verifie aisement l’equation 

r r 
u-7) re 
= 


9 


dt?” r 
ou a est une constanite, Y(£) une fonction quelconque de !, a, ß,y,etr 


egal a Va Fr -AF@— N 
Cela pose considerons l’integrale 


Sao Auer} 


do designant l’element de volume dadßdy et l’integration se rapportant a un 


2 


dt® 


3.) «A 























espace quelconque. En appliquant ä cette integrale les deux operations 





et A? on trouve 














= r 
su u 


t? r 


(3°.) 


Mais l’equation 





"RP 


” 7 
25 wi 2) _ fan a" .) 








r 
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n’est exacte que dans le cas ou le point (z,y,%) se trouve en dehors des 


limites de l’integration relative a «, P, y. Dans le cas contraire il existe des 
elements infinis sous l’integrale, r pouvant s’evanouir, et la differentiation sous 
l'integrale cesse d’etre permise. On trouve aisement la modification que | 
l’öquation (3°.) subit alors en considerant l’integrale 


füo TR p(t) 


L’expression sous celte integrale ne devient plus infinie lorsque r s’&vanonit. 


fan CD [pin 


ta 1 
pour l’un et l’autre des deux cas distingues ei-dessus; et comme A’— qui 
m 


dans la seconde partie de cette @equation se trouve sous l’integrale est iden- 
tiquement nul, on a 
p Yaırı 


di 
(3°) A’ fdo air — Jan + 22fao 


equation exacte pour des valeurs quelconques de x, y, 2. 





On a done 

















Si maintenant on multiplie (3°.) par la constante a’, qu’on en deduise 
(3°.) et qu’on se serve de l’equation (3.) et du resultat connu: 





p(t1,a,Pß, 
do? ne 


— — Angp(t,2,y,2z) ou —=0 


suivant que (7,y,*2) se trouve ou ne se trouve pas entre les limites de l’in- 
tegration, on parvient a l’equation 











2 . ’ ’ 
— Ze f do - — Ana’p(t,2,Yy,2). 


> 
le point (x,y,2) etant situ& entre les limites de l’integration. 
Designons par A,(t), Y;(t). Z,(t) les fonctions qui satisfont aux 
equations 
X =AÄlt), AYrO)=fl), AZlt)= Zt) 
par A,(t), B,(t), C;(t) des fonctions correspondantes ä celles-ci, x, y, £ 
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332 Lorenz, sur les corps a elasticite constante. 


etant remplaces par «, f, 7, et posons, pour abreger. 















































au (ü-5 3 “m, L- 2), dc, (1— a) 
ER er Mar da dy f 
4 vs dB Sr dC, (ie 
ei sl - dß ’ 
3 ) dal I 
«= ma) | ri | dy - 
- dA, 0; dB, 
NEBBEEI 271 as ) 
ou 
2 — Zr W* — — . 


Les limites des integrales sont les limites du corps elastique. et les derivees 
partielles par rapport a «, P, y sont prises, en conservant r constant. 

On trouvera done que les valeurs 
dF | dN dM 





U, gu 





| de 'dy 4’ 

’ AN, 

1) Ay Ara dy I dz de’ 
d F N dM dEL 


\ WM; — 





dz T de dy 
salisfont aux &qualions (2.). La premiere equation (2.), par exemple, en y 
substituant ces valeurs de %,. ®,, 2©,. deviendra 


TS dN _dM __ d?fdF | dN 4M 
u BR F et A= dt? Fr 1 dy -7 











Mais, d’apres l’equation (4), on a 


ar — FE (AK | AN | 42.0 ), 














Br; da dy dz 
arını _ MN dA, dY, (t) 
VAN — “a ” r , llsche 
nm __ CM dZ,(t) AX, (t) 
Am — d! dx Tr - "Fi 


et notre equalion se reduit done a l’equation identique 


- DXK()+X — 





Lorenz, sur les corps a elasticite constante. 333 


Ainsi la premiere des equations (2.) est verifice et les deux aulres peuven! 
l’etre de la m&eme maniere. 

Le probleme de l’elimination des forces acceleratrices elant done com- 
pletement resolu, nous ferons dorenavant abstraction de ces forces. 


3. 


Des mouvements d’un corps elastique illimite qui sont produits par les mouvements 
dans un plan. 


Avant d’entrer dans la question dont il s’agit nous ferons quelques re- 
marques mathematiques d’une grande importance dans la theorie de l’elasticite. 

Une fonection finie de plusieurs variables f(x. %2, %3,....0,_,) peul 
eire exprimee par une inlegrale definie de la maniere suivante: 


(6.) fl. 2...%,$) 


/ 


an) f f * ® EM 
— — [Yo / m ;; . fdo,_./ ne) ae 


r = Ya —a), +. — m) + -- L(2,— 0,)”. 





ou 








Dans celte formule les limites de l’integration sont arbitraires et assujellies a 
la seule condition que les valeurs , —=x,,  —=%,, ... (,_,—=X,_, y sSoient 
comprises. Üelte condition sera done toujours remplie, si chacune des n—1 
integrations est faite entre les limites —x et +». De plus la difference 
2, — 0, est supposce eire positive avant d’etre nulle. 

On verifie cette &quation en considerant que, x, etant egal a «,, tous 
les elements de l’integrale s’evanouissent, excepte ceux pour lesquels r est 
ge A wire, De a en, Hu, .. sl 

Te Fe, ar en 
et en se servant du resultat connu d’apres lequel l’integrale 


’+% ’+% ’ +0 Kun, 
/ da, f da; .. Ni do,_, ——- 
gr 
—nD 


qui se transforme en 


+2 7 +n , ° Lo N 
- .»..% be BR | . — - 
J ni; n H+F+&8+ +8 _” 


u 2) 








par les substitutions &, — 2, = &,(2,— 0)... a — u =&_, (2, —«,) est 
qui" 

I'(4n) 

ou Tintegrale dont il s’agit est designee par 2"-'S), 


(Jacobi de transform. integr. mult., vol. 12, pag. 60 de ce Journal, 





egale a 


£ 
ei | 


> 


nn NS ug 
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II est bon d’observer que l’expression comprise entre les crochets (6.) 
salisfait a l’equation aux differences partielles 
d’ , d® d? 
tat t 


Une fonction de deux variables f(x, y) sera donc exprimee par 


n 1 h u 2=y - - . 
f(&,y) = zu| Jdeo Ja Le," , r=vVle-e Fr Pte) 


r’ 








ou 





© ren = Alt fafanlea” 


le point (x, y) etant situ& entre les limites de l’integration relative a a, /, ei 
2—y elant suppose positif avant d’etre nul. 

L’expression comprise entre les crochets satisfait a l’equation differentielle 
N —=0, et elle exprime l’attraction que d’apres la loi Newzionienne un plan 
exerce sur un point dans la direction de la normale du plan, la masse d’un 
element etant f(e, P)de dj; et l’attraction exercee par l’unite de masse dans 
l’unite de distance elant egale a l’unite. La formule (7.) equivaut donc ä 
l’enonee, que l’attraclion que le plan exerce sur un point infiniment rapproche, 


dans la direction de la normale, est egale a 2nf(z,y). c’est-a-dire, ala 


a ’a ‘ pen 4 pP 1 1 1 ‚yes A 9 9 . 
masse de l’element-plan da dy divisce par u dc dy. Supposons qu’il s’agisse 
de salisfaire a l’equation differentielle 
d’F 
dt? ° 
a etant une constante et que la fonction F soit en outre determinee par la 
condition que pour un plan arbitrairement limite dans lequel nous placons le 


eNF = 





plan coordonne (y,x) et pour des valeurs quelconques du temps Z elle se 
reduise a une fonction donnee de y, 2 et Z, de sorte que l’on ait: 


LE oe u Ft, y; 2), 


cela pose le mouvement sera determine dans tout l’espace du cöte positif du 
plan coordonne (y, x) par l’equation 


Fon 
ee 


| 2rn dr r 








ır = Yyeat(y-P’+e@—n)), 
les limites de l’integrale &tant celles du plan donne. Cette expression satis- 
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fera a l’equation differentielle et, pour 20, on aura 


Re 
= - „la 


d’ou, apres la formule Fo 
(FF = Ftt, Y: 2), 
ce qui est la condition donnee. 

Nous sommes donc en &tat de resoudre, par la methode indiquee, un 
probleme, que l’on n’a resolu jusqu’ici que d’une maniere inexacte et incom- 
plete moyennant le principe de Huygbens. 

L’integrale F nous fait voir que le mouvement peut ätre considere 
comme parlant de chaque element-plan dödy avec une vilesse constante, 


x 














egale a a. 

Passons maintenant aux trois equations (2.) du mouvement, en faisant 
abstraction des forces acceleratrices. En les ajoutant, apres les avoir re- 
spectivement differenlices par rapport ä x, y et 2, on obtient, comme on sait, 


A+2u ‚aa __ E90, 
ws 


1+2 
par consequent At _N est la vitesse avec laquelle chaque condensation 


ou dilatation se propage dans le corps &lastique. 
Par l’elimination de 9 on deduit des &quations (2.) le resultat 





EU... 
dz dy 
Pe SE EL... 
et Be Fa "hr 
LAU. 
\ dy dx 


Il y a donc une autre espece de mouvement, qui se propage avec la vitesse 


(Eu 
4 


Pour la premiere espece de mouvement, il faut avoir 90, et par la 


__ dF dF d®F 
(9.) er u ae FAF= ar 


L’autre fera 


N 
in. 
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von du Te dv f dw PR 
\ u "zuer “ Mr 
(10.) d’oü 
EL d’u eh d’v > d’w 
| Au ———, "Att=—. wAw=-2: 
nn. dr? 





Designons mainlenant par u, v, w les projections des deplacements, qui de- 
pendent de »; par w, v', w' celles qui dependent de 2; par U, V, Wa 
somme de ces deux, et introduisons les nouvelles fonctions: 


\ 


Fi Pr 
negerige: 35 JAB fd, r ER 5/4 far r 


r 
w(i — :ß; 7) 


a " k 
| * . w ( I aß. 9 P; y) 1 7} * 
 r ÄJ “ .) Fy u) ( Nu — / a er 
far fa; : , #=— —/faßfqy - 


/ 





























ä r 
ee 7 pn 1-56 7) 
is Je > y ” zer 1 2 " 32 / 
X— — 2, /aß fd, ‚ X—= — — faßfdy 
ehe “u I\2 am \2 
ee ee a ee & Z 


Nous verrons, que l’on pourra determiner les mouvements d’un corps 
elastique illimite, si l’on connait, dans le plan coordonne (Yy,z). ou la pression 
normale et les deplacements tangenüiels, ou les pressions tangentielles ei 
le depiacement normal. Dans le premier cas nous posons 























dF ‚_. dr’ 
we Db Be dr . =» 2 dr . 
/ dB _ dF ‚_.dF 
. ’ de dr ea dy ° 
2 — En. “0 dF' 
de dz ' ’ a’ 
d’ou 
2 d AP  dX 1 d’F 
/\ I = — =. 6 |= AIR 2) 
> dr 1? u’ u ee le 
?m’ A. day’ ax!’ 1 @F' 
A . nt a 2 .. ei“ | Ze . 
da. 32 dy ds 2° dt 


Ges valeurs satisfont aux @quations generales du mouvement (9.) et (10.), ei. 
pour x egal a zero, on obtient 


du du’ =" dU y=V ii 2’—wfdw(t,y,2) , dyit,y, 2) 
ne =— I — —— ——_ (pn! BY u 373 “MM „73 
| dx ' dx | | dx | 2: &yY,*) 2? | dy Ä dz E; 








[v | v | aa 


I 


\ 


LA um MIR v(t, y, 2), 
+7 — [WI ya) 
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Les fonctions p, w et % seront done determindes par les fonctions 


TAx=U0 x=( 
E IV ee [WI Sil’on connait, au lieu de En] .„ la pression 


dr . dx 


normale | N, ]*”", on aura 








| TJr=V y . dU = 0 dy(t, Y» 2) d (,y,2) 
IN, T zu | #6 + 2u | —U [Ip (t, Y; 2) Br dy — i = Der 


equation par laquelle la fonction Y est determinee. 


Cependant, nous n’avons pas fait attention a la fonction arbitraire qui 
doit entrer dans les valeurs des composantes. Ces valeurs arbitraires de , v, 
qu’il faut ajouter aux valeurs trouvees, seront 




















9) 
ar 2 Js fay — E 
N 
fa TB 
2 » flı- , ß; y) 
Be e Ti / a3 fü dy e 





LK En —, ß, y) 
u SB Jay — dy ? 
(fr: aß ,) 
ee en dx dy 7/48 [4 











df (1 — Br) 
4 SB J% — 78 


ou les derivees partielles par rapport a et y sont prises en conservant r 
constant. On voit que ces valeurs feront 


0, [HJ =0, Wr=0, Bro 


En integrant par partie et designant les limites de 9 et y par Au, Pı el Yu, Jı= 


on pourra mettre les expressions sous cette autre forme 
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} 
f 
k 
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N 









(12.) 
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3 2 


nn m m 


5, dz 


un dr 


ER. 


2n dx 





77 nn 


A. 


WALGELD 


vs 


| 2° 
dy = u 











Dans le deuxieme cas, si l’on connait dans le plan coordonne (y,*) les 
pressions tangentielles et le deplacement normal; il faut poser 


(13.) 


















u 


U 


A’F 


AF 
Les fonctions g, w et x 


y(t,Y,2) = 











dD dr ‚_dF' 
dx dx’ - — de’ 
dF ‚ dF' 
a a 5 
dF j dF' 
ee 

dB, dW dX 1 dF 

im Dr # dy - wo di? ’ 

d?@ 





m dx” 

















w( 


= 


l,y,2) 


(by, 2) 


Or, les pressions tangentielles 


+ T= er, 


U 


= 


e dV I1x=0 
dx 
rdW = 











etant connues, on trouvera 


vr 


dx - + [7 





d®F' 
+ dy + == Er di? 


seront done determindes par 





2 — a 
Tr 
2?_—_ uw? d 2 
2 dz [UT ur 





d ! 
Ur”, 





[ET u 2 


r + Er 
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A-+2u 
pi, Y> z) = SIR UT=, 





f r ER 1 ‚I1x=0 !} 4 d x 
y(l,y,2%) = 7 [#3 Tu % [U7”, 
f 1 x= ) d T 1x=U 
ı(uy,2) = u [#3] re a 


Les valeurs arbitraires des composantes qu’il faut ajouter ä ces valeurs, seront 
les derivees par rapport a x des valeurs arbitraires trouvces ci-dessus (12.). 


3. 


Diffraetion. 


Le mouvement vibratoire d’un corps &lastique et illimite, ayant iraverse 
une ouverture d’un plan fixe, serait determine par les methodes indiquees, si 
l’on pouvait considerer comme connu le mouvement qui s’opere dans l’ouverture. 
Mais cela n’est vrai que d’une maniere approximalive, car le mouvement dans 
l’ouverture n’est pas exactement le m&me, que celui qui aurait lieu, s’il n’y 
avait pas de plan fixe. On aura un mouvement reflechi de l’ouverture en 
m&me temps qu’un mouvement transmis, et, pour determiner tous les deux, 
on aura les conditions suivantes: 1° la somme des composantes du mouvement 
direct et reflechi est egale aux composantes du mouvement transmis a travers 
l’ouverture, et 2° les pressions normales et tangentielles sur les deux faces 
du plan qui coincide avec l’ouverlure sont @egales dans chaque point. 

Designons par U, V, W les composantes du mouvement direct, par 
U. V,. W, celles du mouvement transmis, par Ü,, V,,. W, celles du 
mouvement reflechi, et par 6, 6,. 6, les dilatations correspondantes ä ces trois 
mouvements. Faisons coincider le plan coordonne (y,%) avec l’ouverture. 


Cela pose nous aurons pour 2—= 0 
(14.) [U+U,—- U)" =0, [Y+V,—-V, )" =0, [W+W,—- WW," =0 


et de plus 
d(U-+ U, — U)p” 























14(0 +9, —6,) + Qu 72 4 — 0, 
dKU+U,—U,) dV+V,—V) y7 _ 

. dy T dx z — 
dU+U,—U,) z d(W+W,— W,) 1° ER 
[ dz j dx | =WU, 


Les trois dernieres equations peuvent &tre simplifiees, au moyen des trois 
44 * 
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premieres, deriv6ees par rappori a y ou 2; de cette maniere elles se reduisent 
aux equaltions suivantes: 











I dU+U,—U) P= _ 0 

4 dx r Be. 

r dV/ +9,—V) 77 _ 
(15.) - | 0, 

rdW+-W,—W,) 7” __ 

L 2 —ß0. 








Introduisons les notations du numero precedent et posons 


I / ! N 
U=u-+u, V,=v-tov,. W,=w, tw, 




















UV,—w-u;, W,=w,-4 w.,, 
u, un dF, . v, oo mn ar, wm, en dF, . 
dx dy ’ dz 
ei en —.! el äse dR, 
& dx dy ’ dz 


Le mouvement direct peut ötre suppose dependant ou de la vitesse 42, ou de 
la vitesse w. Dans le premier cas nous posons 


dF' dF' dF' 
U-T7- V-I, W-5 


On trouvera, que les composantes x,, %,, etc., qui dependent de w, s’eva- 
nouissent, et les @equations (14.) et (15.) deviendront 


F+BR—-R>>=0o [IST 0, 


Notons les equations 


I =-vwrD [EI =-s6r2) 


dans lesquelles x est suppose s’evanouir, apres avoir eu une valeur negative, 
ei posons 








! 





| ,, dw’ ‚, dp 
6 EEE, ei 
Ces valeurs etant identiques pour les deux fonctions F, et F, on a 
[hR—-R?@ = [FP" =2y(t,y,2), 
d(F\—F, x—U dF' x=U 
| | = 2ypll,y,?®). 


dx 
Les equations precedentes determinent les fonctions % et p, el par consequent 
les fonetions ®' et #7", 
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Dans l’autre cas, le mouvement direct &tant dependant de la vitesse w, 
nous avons 


lu dv , dw 
U = % pr uch v e m — 


Les fonctions F, et F, s’evanouissent, et les &quations (14.) et (15.) deviennen! 
a +n— u=0, +, —- u” —=0, [v4 — ww] —=0, 


En a Enge er 


Introduisons les fonctions ?,, #,, X,, en les faisant dependre des nouvelles 
fonetions Pı, %ı, X, de la maniere que, dans le numero precedent, on a fait 
dependre $, 7, X de y, w, x, et posons 




















u, 


\ 
5 
== 




















(17.) v—=’7+ Tr 1, 
dX, d(F-+F, 
w—X, de = | , 
d’ou 
DE. dB dX1 1 @F 
aArF= dx [+ dy + dz | nt dr’ 
d’ dX d®F, 





m __ dp 1 
ee dy Tr da oe dt 


Aux composantes du mouvement reflechi c. a. d. aux quantites %,, ®,. ı, nous 
attribuons les memes valeurs, avec la seule difference de prendre x toujours 
negatif. 

En supposant, que 


ah dF, Eng 
nous trouverons 


+ - u" — [uf —29,(4,y,2)—=0, 











+ - 0,7” = [er] —ylt,y,2)— 0, 
w+w— ww] = [w]” —2y(f,y,2) = 0, 
eG] 8 0n9=0, 
Tl -7enn=0 
u =-[ET -6r,9=0 
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Les fonctions $, Y,., etc. seront donc determinees, et maintenani on verifiera 


aisement les equations (18.). Si par exemple le mouvement direct forme une 
onde plane, on trouvera pour l’onde transmise a des distances assez grandes 
de l’ouverture les m&mes expressions, qu’a deja trouvees M. Stokes d’une 
maniere moins rigoureuse. 


4. 


Tuyaux sonores. 


Considerons maintenant les petits mouvements vibratoires dans un corps 
elastique et completement fluide entre des plans fixes qui permeltent aux points 
contigus de faire librement tous les mouvements paralleles au plan en excluant 
le mouvement normal. Quand le corps elastique est completement fluide, la 
constante u est egale A zero, et il n’y existe qu’une espece de vibralion, 
c’est-a-dire celle qui depend de la vitesse 42. 

En designant par «, v, w les composantes des deplacements, nous posons 

2 A dF dF 


=v —=w, 


Eee dy 2 dz 
et donnons a la fonction F le nom de potentiel de l’onde ou du mouvement. 
Supposons que le corps fluide soit renferme dans un tuyau d’une longueur 
illimitee et a base rectangle. Faisons coincider ses parois avec les plans 
coordonnes (y==0) et (x==0) et avec les plans paralleles a ces derniers (y==b) 
et (2= ce). Le potentiel du mouvement direct et de tous les mouvements 
reflechis pourra donc &tre de la forme 


| EU SRRRAE | 
\r —  — Zz/ apf a I e «cl 


’ 





(19.) 





| r— yatlyribrp)+(RtRRCHY), 
==> designant la somme pour toutes les valeurs entieres, negatives et posilives, 
de 2, et », et le signe +, introduit par r dans la fonction F, ayant ici, 
comme dans ce qui suit une signification speciale, definie par 

fonet. (+) = fonct.(-+-) + fonct. (—). 
Cette valeur de F satisfait a l’equation differentielle 
1 d’F 


A’F 4 2? dt? ’ 





et donne 


u"=fly,2), kI"=0 W=0, (—=0, [w—0. 
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Supposons ä present que le tuyau soit limite, qu’il soit coupe normalemen! 
a laxe et forme un prisme droit de la longueur «a. Faisons coincider avec 
le plan coordonne (x==0) son premier bout qui pourra @tre ferme ou ouverl, 
mais supposons que l’autre bout soit ouvert. Cela pose, le mouvement produit 
au premier bout se propagera ä l’autre bout ouvert, et la il sera en partie 
reflechi, en partie transmis au corps fluide illimite qui se trouve hors du tuyau. 

Les composantes des vibrations reflechies etant 

dd, Er? _dR, 


2 ” — w, = 
a dx’ e dy ’ , dz ’ 











et celles des vibrations transmises 
Bi? RR, Rn :] 


=. v, = —— w, — . 
dx ’ ' dy 2 dz 





u, 





nous aurons, comme dans le numero pr&cedent, les conditions suivantes: 
(20.) IF + F, . Be = 0, 


(21) EAN m id 


dx 





Posons maintenant 





(22) 52 ar 
r — Va—al ty FDHRTF@FR,cH7T, 


| » oe (1-5; Ar) 
a, = -nfafa ET, 


2 


ır = ya-a’{(y-Pyt@-y} 
Ces valeurs de F, et F,, introduites dans (21.), nous donnent l’equation 


(24.) [1747 &y,2)—fh(uy,2) = 0 


| ah uk 
I af „N 2 2u 





ei 








par laquelle on peut eliminer l’une des fonctions /; ou f; l’autre doit done 
etre determinee par l’equation (20.). 

Mais, en general, on ne peut pas eflectuer cette determination. Nous 
chercherons done une solution approximative, en supposant, que tous les de- 
placements entre les parois du tuyau se fassent seulement dans la direction 
de l’axe du tuyau. Cette hypothese, qui ne s’accorde pas exactement avec 
l’equation (20.), nous conduira au rösultat le plus juste, si nous egalons a zero 
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la somme des erreurs pour toutes les valeurs des y et z. L’equation (20.) 
doit done etre remplagee par cette autre 


25) S 'dy [de[F + — FR] — 0. 


Maintenant le calcul peut s’etendre a des tuyaux d’une base quelconque, et 
nous pouvons poser 

(26.) F h cos k (2 — x). 

(27.) F, = h,cosk (22 — 2a — 4), 


1 al. sink(Sgt—r—a—0) 


Ir = V\a-a) ty -PI@—y), 


en determinant les conslanies A,, A,, 4, d par les equations 


a) "0 


\ 


| 





(28.) | Hi 








ei 


(29.) Jay [az [F +. — = = 0, 
les inlegrations devani etre &tendues jusqu’aux limites de la base. 


En developpant sink (Qt—r—a—d) suivant les puissances ascendantes 
de 7, on trouvera 


f4y faz IK” =AB|— esink (Rt —a— 0) +8 cosk(At—a—Ö)], 
B elant Faire de la base, & et €’ des constantes positives. Nous aurons donc. 
en vertu des equations (21.) et (29.) 
hsink(2t— a) — h,sink (2Qt—a—4) = hsink (At —a— 0), 
hcosk (S2t—a) +-h,cosk (At—a— 4) = h,[—esink( M—a— 0) +2 cosk(M—a—))]. 
En comparant les coefficients de sink(2t— ua) et cosk(Qt—a), on trouve 


2E 


2 





(30.) t5k4 = 


=, 


1—e’— 


h, Er yh, 


Zee 








(31.) 





’— Varerte' 
Supposons d’abord que le premier bout du tuyau soit ferme par un plan fixe, 


dans ce cas le potentiel da mouvement primitif, produit d’une maniere quel- 
conque a l’autre bout, sera 


hcosk(2t+ x); 
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apres la rellexion produite par le plan fixe («=0) il deviendra 
hcosk(21— x), 

or le potentiel de la somme de ces deux mouvements sera 
2hcoskl2tcoskx. 

Lorsque les reflexions de la premiere onde se sont repetees nfois au bout 

ouvert, le potentiel sera 

2hcoskr |[cosk (Lt — ycosk(At— 2a — I4)+ycosk(2t—4a— 24) —:-: 

+(—y)"cosk(2t— n(2a + 4))]. 


Pour a= x celle expression converge vers la limite 


/ Eu 
(32.) 2 5 coska.cos(k.QL- -0), 
ou Fon a pose 
oe = Yl+y+2ycosk(2a+4), sind— = sink (2a 4). 





Ceite valeur du potentiel aura son maximum pour 
k(2a+4) = (2p--1)n, 


‘ 


. u. ‚ en 
p elant un nombre entier. En designant par A — 7 la longueur d’une onde 
v 





enliere, le mouvement vibratoire aura done sa plus grande force, quand on a 
. 4a+24 A 1 3% 54 
Te 

Dans ce cas la valeur du potentiel (32.) devient 


h 
34. 2 - 
84) 27 


Supposons en second lieu que les deux bouts du iuyau soient ouverts, et que 
le mouvement se produise au second bout (= —=a), le potentiel du mouvement 





(33.) 


coskx cos kt. 





primilif sera 
hcosk(21-+ 2). 


Apres la reflexion qui a lieu au premier bout ouvert (@=0), il devient 
—hycosk(t— x — 4), 
le potentiel de la somme de ces deux mouvements sera done 
h[eosk(2t+x)—ycosk(2t— x — 4). 
Lorsque les reflexions se sont repetees un nombre infini de fois, le potentiel sera 


(35.) —[eosk(2r4 2 0) —yoosk(M— 2 — 4—-0)], 


ou Fon a pose 
oe = yl--y'—2y’cos?2k(a+4), sind—= 7 sin 2k(a+ 4). 
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Le mouvement aura donc sa plus grande force, quand on a 


2k(a+4) = ?pı, 











d’ou 
vo. . __ 2la+4) ne 2, 34 
(36) = 5 a aHI=., —: > 
Dans ce cas la valeur du potentiel (35.) devient 
(37). — = sink (21sinkr + Dr e0sh2tcoske. 


On voit par la valeur (32.) du potentiel que dans le cas oü l’un des bouts 
du tuyau est ferme, il y aura des noeuds ou des points parfaitement immobiles, 
savoir ceux qui donnent sinkx —= 0, landis qu’au contraire dans le cas (37.) 
oü les deux bouls sont ouverts. on ne pourra dire que d’une maniere ap- 
proximalive quil y a des points immobiles. Pour ces points on a coskr—0. 


Si le tuyau est cylindrique, & etant le rayon de la section ceirculaire 
normale a l’axe, on trouvera 








nr. 5 — 1)" 
age > kR 2n-+1 ( 
’ ar ) I(n+3)I(n+3)’ 
RE =; 2n+?2 (—1)” s 
reg = (KR) I\n+2)[(n+3) 


Pour des valeurs tres pelites de kB on aura 
8 
= ch, 0, 


d’ou par l’equation (30.) 
16 


Pour un tuyau ouvert aux deux bouts on aura done 


4Aar—a 8 
IE = 2 = 0,8488, 


Ce resultat est parfaitement confirme par les experiences de M. Zuminer 
(Ann. de Pogg. 97), qui pour un tuyau ouvert aux deux bouts, d’une longueur 
de 500"" et d’un diametre (d) de 25"", a trouve 





2—522,2, deu oben. — 0,848. 






ü : R | abs 
Dans le tableau suivant j’ai calcule la valeur de —z pour differentes valeurs 
de 2R ou d, divise par 44. 
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2d A Zu; A 
) d /. d 





0.00 | 0,8488 | 0.40 | 0.7293 
0.05 | 0.8462 0.15 | 0.7080 
0.10 | 0.8385 | 0,50 | 0.6873 
0.15 1 0,8263 | 0,55 | 0.6672 
0.20 | 0.8106 | 0.60 | 0,6480 
0.25 0.7921 | 0.65 | 0.6298 
0.30 | 0,7720 | 0,70 ! 0.6125 
0.35 | 0,7508 | 0,75 | 0.5962 











Si Fon applique les chiffres de ce tableau aux donnees de l’experience que 





“ Län Sn n£ 
nous venons de citer, on aura plus exactement: = 7 T — 0,8468. 
Les experiences de M. Wertheim (Ann. de chim. et de phys. 31) donnent, 
® ” 1 . / a war) 
pour les tuyaux cylindriques ouverts aux deux bouts, Te 71 .0.187 = 0.663. 
( 


independamment du diametre, tandis que M. Zaminer trouve. que la valeur de 


AI . “ . . . x ‚ . 
ni diminue, quand le diametre devient plus grand. Ses experiences donnen! 


cependant un decroissement plus fort. que ne le donne le calceul, dont les 
resullais sont par consequeni compris entire ceux de ces deux physiciens. Les 
experiences faites sur des tuyaux fermes ne s’accordent pas avec les resultats 
du caleul, sans doute parceque le fond du tuyau n’est pas complelement immobile. 

ll y a encore beaucoup d’autres problemes. dont la solution serait im- 
portante, mais on ne serait pas a m&me de contröler les resultats du calcul 
au moyen d’experiences. La diffieulte que l’on Eprouve dans les experiences 
de s’approcher des suppositions malh@matiques, a empeche jusqu’a present un 
accord suffisant entre leurs resultats. 


>. 


Equilibre du prisme rectangulaire. 


Considerons un corps homogene. a elastieite constante, qui soit limite 


par les trois plans coordonnes, et par trois autres plans paralleles aux premiers, 
dans les distances a, b et e. Si les donnees relatives aux deplacemen!s des 
points situes dans les six faces ou aux forces exterieures. qui agissent sur 
ces faces suffisent pour determiner completement l’equilibre interieur, il faudra 


resoudre le probleme de determiner par les donnees tous les deplacements et 
45 * 





| 
j 


Pe 
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toutes les forces elastiques qui se produisent dans chaque point du corps. 
Nous allons nous borner ici aux deux cas, qui permeltent une solution exacte. 
Dans le premier cas les deplacements normaux et les forces tangentielles, dans 
le second les deplacements tangentiels et les forces normales sont donnes, 
pour les points situes dans les six faces. — On admet que les valeurs des 
[orces donnees sont compaltibles avec les conditions qu’exige l’Equilibre exrterieur 
du corps. 
Posons 


z MD an. ef anf a, [fEr SE; em], 





1 





I ir = year Fr TRIER Fe FMet7T, 


rı = Mat Atl)ay+(y FEB FR + eHr) 


oü le signe + a la m&me sienificalion qu’auparavant. et ou la sommation se 
2 g . 





rapporle aux trois nombres 2, 2,, 2, dont chacun prend toutes les valeurs 
entieres, posilives et negatives, de — x jusqu’a + x. 


Il est evident par ce qui precede que la fonction F verifie les equations 
suivantes: 
































D’F=0, 
r dF = rdF ı1x=a ü 
u AN I hy 2), 
r dF y=0,b r dF Pre 
5 ar 2 
Introduisons encore, en conservant les m&emes notations, la fonction 
1 IT r:, r, 
39) R= —-EEE/ af ar[2rfBn)- rn], 
en 0 0 ? 2 
elle satisfera aux equations 
ARE 
AR, pa [* I” real 
ze age dz =’ 
et l’on trouvera en outre 
d’F x=() rd’F Ira 
il —=/[(y;?2) ker; =fı(y; 2), 
d? r dF, x=0,a d? "dF, Ix=0,a 6 
dy’Ldr | —0, d’Ldr - BE 











Bien que les expressions F et F, aient des valeurs infinies,. cette circonstance 
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n’infirmera en rien l’exactitude des developpements ulterieurs. car on ne se 
servira que de celles des derivees de ces expressions qui resient finies. 


. 


i dF 
Si l’on transforme la valeur de 77 , 5oit en remplagant la . somme 
a 


par une integrale triple, soit en developpant f(P,y) et fi(/,y) suivant les 


/ 


s nö ıy 
cosinus des multiples de l’arc no et de larc —-, on Ei a une aulre 


expression, dont l’integrale par rapport a x est 








/ ‚) ti ri, ß i,} 
1 ah u A DU co: ur cos — 7 cos pr 
A Ta gi 
(40.) 1 be z/ I | ’ p(eP“ PM ) 
0 ( 
X [(erte-») .- u y)— (eP* - e-?*\ \h(P ß, Y j; 
ou 
2 2 
BR 4/ t, ] t, 
y ” h? Tr e? ® 


Cette valeur de F qui est finie, satisfait aux m&mes conditions que l’on vien! 
d’ecrire pour la valeur (38.) de F. On trouve pour F, une valeur correspon- 
dante qui est finie, savoir: 


1, Y 11,2% ti, 
oo —.— cos“ u MLLPRPLLE, 





cos 








| b C r 
\F: nen El af“ dy 2p” (eP@ nn 











z— pa —pa | E\ 
((a — a) (er(@- x)__ era) _ (u - en - = (ertu=>)_ }- e” -pla—x) ))/ (9 
x 
‚ Px — X e pa E= ep“ | 1 px |] —Dx ur 2 . 
Fi x (e .. jr a eP&@ — e-pa E; „)(e re ) fı(ı I Y) 


Introduisons en outre les fonctions 5 et D en les faisant respectivement 
dependre de f, fı et de p, Y, de la meme maniere que F depend de f; fı- 
Introduisons enfin les fonctions %' et <>’, qui döpendront des m@mes fonctions 
h, fı et 9, 9, et qui ne differeront des expressions de $ et D contenues dans 
les &quations analogues ä (38.) que par l’acceptation du signe +. Nous 
distinguerons le nouveau sens qu’il faut attribuer ä ce signe dans les sommes 
ou il se trouve, en l’ecrivant [+], et en y attachant la signification definie 
par l’equation 
fonct.([+]) = fonct. (--) — fonct. (—). 

Il y a des valeurs finies de %, &' semblables aux valeurs de $, & qui 
sont contenues dans les equations analogues ä (40.). On arrive ä ces nouvelles 
valeurs en remplagant dans %, & tous les cosinus par des sinus. On voil 








| 
‘ 
R 
R 
j 
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aisement que l’on aura 






































lb ee od —=0 por y—=(, y=b, z=0, z=1c, el 
% dis’ Ix=0 ET a! r di! =. 2 N 
dr —=f(y,?2). dei —=fı(Yy; oe 
db =" | CL 
dr - dt 2’ nr „10 23.2 
Posons maintenant 
d ® u 4 d’F Ei 
a dr RK) 0 £ (2 T €) - (A + €) rn} I’ 
» l | y T°F. w dop' 
(42.) v= 7 5- eF —(l-+e) TE +3>- ö 
Ber ot] 
ee. a Me E ET | ui \ 2 .. 
w= — 8 eF (1-+e) FR 2 I’ 








Ces valeurs des composantes, qui salisfont aux @quations de l’equilibre, donnent 


























wu =fly2)+fly 2) wu — fly r)+hly 2) 
| 1m 17” _ dos» _ dein 2) 17” _ MD) _d9052) 
m 5 me: * Lu." 5. A day :* 
17] dio, [LT AD 1 dabs2 
Er s Car da ° Be 24 u dy | dz i 











tandis que les deplacements normaux et les forces tangentielles qui se rap- 
portent aux points situes dans les aulres faces du prisme sont nuls. Les six 
fonclions f, f etc. seront done determinees par les dernieres six @quations, et, 
si Fon connait les deplacements normaux et les forces tangentielles qui se 
rapporient aux points situes dans les deux faces («=0) et (r=.au), les 
composantes des deplacements qui en dependent, seront determinees par les 
equations (42.) De la m&me maniere on irouvera les composantes des de- 
placements produits par des deplacemenis normaux et des forces tangentielles 
qui se rapportent aux points situes dans les autres faces du prisme. Il est 
bon de remarquer, que la solution que l’on vient de donner conlient des 
fonelions arbitraires; elles y entrent par-la determination de f(y,2) fı(Y; 2). 
p(y,2) et 9(y,2). 

Lorsqu’il s’agit de resoudre le probleme inverse dans lequel les forces 
normales et les deplacements tangentiels pour les points situes dans les six 
faces sont donnes, on formera les composantes des deplacements qui dependent 
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des forces normales et des deplacements tangentiels relatifs aux points situes 
dans les deux faces (r=0) et (r=u); elles sont donnees par les @quations: 




















dr. d’F,], d’F 
\ udkige Aydzl 2F— (1-48) de! IT Ir 

. er... d’F.1, dYF 
43. sen ee Ze 
e. | NIIT zu 
u d’R,], day 
TRUE T de 


Ces valeurs des composantes, qui salisfont aux @qualions de l’equilibre, donnent 












































= 1 [Hxvzi) d’f(y 2) d? d? <. 
ER BER J? Lade en 6 
i zu a PZ dydz ( ' de® ) y?). 
3 u. . (rien SE a 
2 N, [| dydz Ku er ”* da? ) hı (Y; ng ). 
Ir=0 __ df (y; 3) “ dy(y; T) 
“ en dy Ä 3 
ja __ A,(y>2) |, dp, (y5 2) 
[e] Ex dy 1 dz p) 
a0 __ di(y; 2) do(y; 3) 
[e} Er; dz dy y 
[wo] ER dr, (Y> 2) FR do, (Y> 2) 
, dz dy , 


tandis que les forces normales et les deplacements tangentiels qui se rap- 
portent aux points situes dans les autres faces sont nuls. On pourra done 
determiner les fonctions f, f etc. par les dernieres six @quations et le probleme 
sera resolu. 


Copenhague, 28 novembre 1860. 
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Des coordonnees eurvilignes se coupant sous un 
angle quelconque. 
(Par M. l’abbe Aoust a Marseille.) 





Lu’osage des coordonnees curvilignes orthogonales a ete introduit dans 
"analyse par M. Lame. Gel eminent geometre a demontre les principales 
proprietes de ce sysleme de coordonnees, et a donne les formules de trans- 
[ormalion pour passer du systeme recliligne au systeme curviligne orthogonal. 

II ne serait pas sans ulilit@ de connaitre les formules analogues dans 
le cas oü les coordonnees curvilignes se coupent sous un angle quelconque. 
variant avec la posilion du point. Ües formules feraient connaitre les pro- 
prieles de chaque systeme, ei les avanlages qui lui seraient propres. La 
recherche de formules aussi generales presente une certaine complicalion parce- 


OÖ 


jwelles doivent contenir: 1° les cosinus des angles des courbes coordonnees, 
2' les varialions de ces angles par rapport aux paramelres qui fixent la 
position du point. Ües deux sorles de quantit6s sont nulles dans le systeme 
ortiogonal. Celle recherche peul &lre parlagee en deux parties: la premiere 
relative au cas oü les courbes coordonnedes sont planes, la seconde relalive 
au cas oü les courbes coordonnees sont lracdes sur une Surface quelconque. 
Nous allons nous oceuper du premier cas. Les proprietes des coordonn6es 
curvilignes lrac6es sur une surface se deduisent des proprieles des coordonn6es 


eurvilignes planes. 


B. 

Soit o=/(xw,y) Nequalion d’une courbe plane rapporlee a des coor- 
donndes reclilignes reclangles, og Elant un paramelre qui regoit differentes 
valeurs, 2, y les coordonnees courantes. La serie des courbes (g) est la 
serie des courbes que l’on oblieut en donnant a g une suite de valeurs dil- 
ierentes. Si "on donne une autre courbe situee dans le m&me plan o,==f, (X, Y). 
ainsi que la serie des courbes (g,), tout point silue dans le plan sera deter- 
mine par linterseclion d’une des courbes de la serie (g) par une des courbes 
de la serie (g,). Le systeme est orthogonul lorsque les deux series se coupent 
sous un angle droit, Or, a moins que les courbes (g) et (g,) ne satisfassent 
a certaines conditions d’espece et de position, l’angle sous lequel elles se 
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couperont ne sera ni droit, ni constant. il variera de grandeur suivant la position 
du point, le systeme des coordonnees est alors oblique sous un angle variable. 


Soient deux systemes de courbes planes reprösent6es par les &quations: 
1) ve=fiy), a=fly) 
appelons 4, 4, leurs parametres differentiels du 1” ordre, % le cosinus de 
"angle sous lequel les courbes (go), (0,) se coupent. L’on sait que les para- 
metres differentiels 4, A, sont donnes par les relations 











| do’ , de? do? do? 
) S 2 — 2 Sı cr E: < - 
(*.) a h, a ' iM; 
ei que le cosinus k est donne par 
do do, do de, ' 
(3.) Fe > a Ze khh,. 


Appelons do, do, les. elemens differentiels des arcs des courbes coordonnees 
0,. @. posons pour abreger m — khh,. "= MM — m, proposons nous d’ex- 
primer ces arcs en fonclion des parametres differentiels du 1” ordre. et de A. 
Si l’on tire les valeurs de x et de y en fonction de o, 0, des @quations 
(1.). et qu’on les differentie, l’on aura identiquement: 
dr / do ‚, de ‚ dx /do ‚ do 
de = 7 (dr+ Zay)+ (dr + dy). 
do \dr ' dy 77 do, \dr 1 dy Y 


on en deduit les relations suivanltes: 






































de do , dr do dx do dx de, 
I ou -. L.. 0d= 1. 
de dz ' ee de do dy ' de, dy 
on trouverait de meme: 
Be ee 
do dy ' do, dy do de | do, dx 
Si l’on multiplie la premiere et la seconde de ces equalions respeclivement 
u 1 ' ’ 
par = et 2, puis par - ei = et qu’on ajoute, l’on aura 
RE nd, dx do, dx „dr 
u h do ın do . Ze = or Eee do, a 
(4.) on trouverait de möme: 
dd _ 2 dy dy . EER.. ; h dy 
BIT TR 


: PU EE E .. AL. . 
De ces equations l’on deduit les valeurs des derivees: ar A ae 











’ 
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RER EEE 
4) de " dx Pds’ do  dy ? dy ’ 
de #4 do m de dy h’ do, m do 


de, Tip P dr’ u. » dy ul Zi 
or. lon a: 











oo. da Br: a > 
Si l’on porte dans cette expression les valeurs de Te : de lirees de 
lo* h} ' io? h? 
(4.)', Von trouvera © — , on trouverait de meme il — —.: Onen 
| do? l do 1? 
deduit. 9 etant l’angle des courbes coordonnees, 
do 1 do 1 
GO) gr re 
0 sin do, ’, sin 


Ce sont les valeurs des elemens differentiels des arcs des courbes coordonnees 
en fonclion des parametres de ces courbes, et de l’angle sous lequel elles 


se coupenl. 


ER. 
Nous nous proposons maintenant d’obtenir les variations des coefficients 
d. d - 
differentiels Fri Te par rapport aux paramelres 0, Q,. Ce calcul se fait 
X KL 


plus simplement de la maniere suivante. 
Soit generalement #' une fonclion quelconque de © el de y, et con- 
sequemment de 0, 0,, on aura: 
dF dF dx , dF dy 


_— 


y hr 


. dy or r . ! 
;i on remvlace —_. In aleurs lirdes des & .) a: 
si l’on remplace ee * par leurs v es equations (4.) l’on aura 
Fo = Tündh. A do + dF do ia dF do, + -. 
de  1\dx de ! dy dy T, " \de de T 


Si l’on represente par A, R, les parlies qui sont entre Er l’equation 


IF s 
precedente qui donne la valeur de de’ et celle qui donnerait la valeur de 


dF 
— seronl 


do, rn 2 
re 


dF n 
(6.) a R— R,. do, ei " 1 % 


do r 


Or, si l’on compare ces al aux equalions (4.)', on voit qu’elles se 





a her ae ge 
ae DEE En Se Te 
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R, R, comme les &quations (4.)' se composent en 





dF dF 
composen! en ra 
( do 

Si 


de dar a do, 
de’ do,’ de” dr 





; il en resulte que les valeurs de AR, AR, sont donnees par 


(6)' R-RT + m R— RR 
qui sont analogues aux &@qualions (4.). 
C’est au moyen des formules (6.). (6.)' que nous venons d’obtenir. 
que nous ferons les transformations suivantes. 


Differentions l’equalion (3.) par rapport a x, nous obtiendrons: 
do do = Ad (ag, | f% do, d /do do, d /.do | dm 
’ -L ’ er cas 0 - =— 
2 dr \dr )- I 2) dx da c )- dy d) HK dx ) dx 


or, les parties Fran sont entre accolades ont la m&eme composition que R, R.. 


R dF | - dF 
do, Te f & 








Ces dernieres deviennent identiques aux premieres lorsque dans # l’on rem- 


do . do j 
place #' par —", et que dans R, l’on remplace F' par 7 Pone les parties 


da 
entre accolades seront donnces par les seconds membres des equations (6.)' 


TR y do dı 
pourvu qu’on remplace dans la 1", # par —-, et dans la seconde, F' par r 
LK wur 


D’apres cela. V’equation precedente s’ecrira sous la forme: 
. I 


n PERL do, \ d /deo, 7 d /do mt do\N __ dm 
a te ur rt = (2) a "5 


Les equations (2.) traitees de la m&me maniere donneront les deux nouvelles 


j R Ih, 
(3.) 7, (+ Mm br — (2) min % 


I 5 IHR do (8) u Ze 


Enfin, on obtiendra une quatrieme relation en remarquant que les @quations (4.)' 


relations: 





| 








dx dx 
qui donnent les valeurs de = 


Si 





donneront deux re&sultais identiques. si 


l’on prend la derivee de la premiere par rapport a g,,. et la derivee de la 
seconde par rapport a go. Identifiant les deux resultats, et developpant les 
derivations, l’on aura: 


Bere ut DEN „tt k. d 
hi 2 dx u do \d. ar "de, at m 1  () 


— — (4 (R + et ar (F)+ An el: 














(10.) 


46 * 
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Ges quatre equations forment un m. de quatre IE a ph in- 








l d d 
“ ag, Q 9 
connues, on peut done obtenir les valeurs de - 2 do, er ): er I): 


1 
= IE La forme de ces &quations permet d’en effectuer Een la 


resolution; et si l’on remarque que m = hh,cos®, !— hh,sin®, l’on aura, en 
elfeeluant les calculs, et apres quelques EN 


| d /do do rd d do, , a, d 
nn A, 














do, \dx dar dx? da da’ 
a2) 7 =erirn 7 - mr 
dans lesquelles il faut poser: 
M sin’ — GE -1 ai - cos 0) + 1 + - eos 6), 
(N Lk ud Ag +2 = 0058) — j = z 1 . 1,0059). 
BERND: zone m (Ge h; m co 0) — Rn z Tr r Fr 050), 
sind —= Ga -- "z er ao 0) - 0180 (7, + +2 ge —— 608 )- 


Les valeurs de M,. N,. P,. Q, se deduisent des precedentes en y rem- 
plagant %, o par A,, 9, et reciproquement. 


x er d, do, 
Il est bon de remarquer 1° que les variations des derivees I er 
AX { r 
par rappor! aux paramelres 0, 9, sont lineaires par rapport a ces derivees, 
2° que les coefficients M, N, P, ... renferment trois sortes de termes: les 


premiers sont independanis des cosinus de l’angle # sous lequel se coupent 
les courbes coordonnees, les seconds dependent du cosinus de cet angle, mais 
ne dependen! pas de ses variations, les troisiemes dependent des varialions 
de l’angle des courbes coordonnees. 


ci u ns lo d 
On obtiendra les variations des derivees 1° = par rapport aux 


paramelres 9, 0, en changeant x en y dans les @qualions (11.) et (12.). 


En calculant les rayons de courbure des deux courbes coordonnees 
en fonction des parametres differenliels du 1” ordre nous avons trouve une 
expression remarquable de ces rayons de courbure, et d’une grande utilite 
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dans la theorie qui nous occupe. 


C’est cette expression que nous allons faire 
connailre. 


Soit y, le rayon de courbure de la courbe o dont l’arc est o, 
point silue sur ce rayon de courbure est donne par les @quations 
do do 
(P) 7ı ERREH 2), 7, =h(y-—y) 


/! dy Fr 


representent les coordonnees du centre de courbure, elles sont de- 
terminees par l’equation de la normale, et par sa differentielle par rapport a o, 
Ces equations sont: 


Tout 


Si x, y 


I 3 t 
(«’— &) X ee 
g. 
(4.) | 2. ) F m et I de. do Eie do dy en 
I dy u ds a dx do, dy ' dr do, er 
eliminant RRIO entre ces deux mar l’on obtient: 
| z—z ide d/d do du\! dx de dy de 
(r.) do Fr de, 3 su — (2 ) . do, dy er do, dx 
dx 


la premiere parlie de cette equalion se compose de deux facteurs dont le 


premier est donne par la premiere des @quations (p.). tandisque le second se 


u i j ’ do 
deduit de la seconde des equations (12.), et de son analogue en —-: 


dy 
do d /.deo dog d (de\) 
— Ahisin’ der do, es )- dy die 7) 
do de, do do, | dh | Be: dh, | do\N\ 
dr dr = hl, (050,7, hdo, rt 1 7 Ru 2 10) 
enfin la seconde partie de l’equation (r.) se deduit des @quations (4.): 
de od dy do _ % do N 
do, dy de de N\de dy dy dr / A? sin?O 


Substituons ces trois expressions dans u en question, l’on aura: 


ö Bi: dh, h,dh dd, h N; 
(13.) PA Er h(- er h?’do. do, —. 6) sin v 5 do, A h, do cos#). 


on trouverait de meme: 


1 un. dh, 


| 10 h, doö 
— nr j — ie 4. hc Be A m Q 4 
(14.) y h, hdo, | h? do a. 0)- 7 Ar do Tr h de, n. 9): 


Telles sont les expressions des rayons de courbure que nous avions pour but 
d’etablir. 


u 1 1 
Dans le cas ou l’angle @ est constant, les valeurs —., — 


- ne devant 
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pas conlenir les variations de 6, se r@duisent a 


Eu dh h, dh B. dh h dh, 
tee) Zhle + 35 0080). 








di 
Dans le systeme orthogonal cos# est nul, et l’on retombe sur les formules 
donnees par M. Lume. 


EV. 


Les equations (11.) et (12.) prennent une forme simple lorsqu’on y 
introduit les rayons de courbure des courbes coordonnees en se servanli des 
equalions (13.) et (14.). Cette transformalion se fait simplement comme il suit. 








1 do 1 do j 
> S a: ee 2 — we Sl — 4 ‘ e 
Posons — —— X, >. A, dans les &quations (11.) et (12.): 
elles deviendron! 
°F. a dh, . dA = 
2,’ dA, PER | ER ah, / da zn r nu — » 
(1°) " a A -(0 h, “ do, h PA, m 146) X 


Or. silfon a er aux Equalions (13.) et (14.), les &quations precedentes 





prendront la forme suivante: 


























Ei hi - me X nn a Xte 9.0 X. 
11)" do 2, sin 
AN cosd 4 7 ci dh r > 
Eu en 5, 7 a a a 
u TE € _ A, de dh, hd 
12" ' hsin’dO \ y Y, hdo  " hsinOdo, “ 
= Br ( FR ei dh hdO 
v Wr h,sin’O \y, Y hdo, A,sindde 
in U 1 


Telles sont les expressions simplifiees des varialions des derivees 2, 
UX E 


par rapport aux paramelres 0, ,- 
Les variations des parametres differentiels A, A, par rapport aux para- 


melires 0, 0, se deduisent des @quations (13.) et (14.). En effet ces equations 
dh dh, 
ir do," do 
deux quantites, on trouvera: 


. 1 1 do 
N in? 9 = a sind — A —= — — —c0sd —h, sind —. 





sont lineaires par rapport a ; si on les resout par rapport ä ces 





si = 
h Y Yı do h, do Y 7 do, 
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et si l’on a egard aux equations (5.), l’on trouvera: 


sind dh 1 B: do sind dh, 1 1 f do 


RE TUT E 


h do, y ar do u u do, 





Vv. 


Nous allons demontrer, au moyen des @quations (11.)' et (12.)', une 
propriele des coordonnees curvilignes obliques laquelle sert de fondement ä 


cette theorie. 


Les Equations (11.)', (12.)' sont lineaires par rapport a X, A, or, si 





l’on pose 
AM —hMN. IP=hP. h,M,=4ıM,, Pe hP,. 
dh, ’ dh dh, dh 
er Fee te ee 
l’on aura: 
a: & x 4% 
(11.) Fe MX -NX ne PA +0AX,. 
(12, ZN IN, X, nr SERLELX 


Si l’on differentie la premiere des equations (11.)' par rapport ä o, et la 
deuxieme par rapport a g,. on aura deux expressions qui seront encore lindaires 
par rapport ä X, A‘, lorsqu’on y aura remplace les derivees de X et de X, 
par rapport ä& Q, 9, par leurs valeurs tirces des @quations (11.)’, (12.). On 
trouve ainsi: 

















ex, . AN 
= (MN NO+)Xı: 
:. in +PQ, + Ay, & ANg+l 10 X. 


do do, 
Si l’on egale ces deux valeurs, l’on obtient une expression de la forme 
AX+BX,=0, nous pouvons done &crire les deux equations 


A do , Bdog __ A de , Bodo _ 
hd Tr hd hd *z dy . 
\ \ d. we 
Or comme l’expression —- —ı — 7. est essentiellement differente de 


zero ces deux equaltions entrainent les deux suivantes: 


A=0, B=0. 
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Si "on developpe les caleuis relatifs a ces deux conditions l’on aura: 








A b i IM IP 

(5) A=MN-O+PN-9)+m-4 9 
| AN AO 

(6) B=-MM—PP+ - u Yan 








ır. l’on a, en ayant egard aux conditions (13.) et (14.). 











do 1 i . 1 c0s0 
NT Zn Ne = TH nid 
f ) 
pP UBEEn rn. 0 = BE 
- Br? hysin?’O 
Les valeurs de M,, N,. „ Q, se deduisent des precedentes en changean! 


y‚Ahoen Y, A, 0, et en D’apres cela la relation (15.) de- 
vient,. en y substituant les valeurs de M, N, P, ... et en reduisant, 


5 2 Se a 2 Wie ra ı ir. ER 
sind do \ny, £ hy? sind y,h, do | yh de, Alan dodo, ' 
laquelle peut s’ecrire sous la forme plus . 


R d Ä | SE d?’o 
(17.) do h,7, 8) #, & (a )= do do, 








Si l’on developpe les caleuls relatifs a la condition 3=0 l’on reirouve la 
meme equaltion (17.). 


Il est inutile de dire que l’on aurait pu faire le calcul precedent en 


dA dX 
traitant d’une maniere analogue les variations Er et l’on aurait trouve 


Ni 


la m&eme condition analytique (17.). 


Le sens geometrique de l’equation (17.) se determine facilement. En 
effet soient 2do, 2,do, les angles de contingence des courbes o, et o, l’on a: 








Er iR 
do + HAysind’ a Lg do, Y,. hAy,sinO’ 
portant ces valeurs dans l’equation (17.) l’on obtient: 
| 0 d?0 
f ol a 
(17.) de ' do, do do, 


De cette Eequation l’on tire immediatement le theoreme suivant: 


„La somme des variations des angles de contingence des lignes coor- 
donnees suivant leurs parametres correspondants est egale a la variation de 
l’angle de ces lignes coordonnees prise successivement par rapport aux deux 


parametres. 
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v1. 

Le theoreme precedent peut se de- 
montrer geometriquement d’une maniere assez 
simple. Au point A(o,0,) et au point | 
B(o-00,0,) menons des tangentes aux | 
courbes coordonn&es; ces quatre langentes for- 
meront un quadrilatere. Soit J l’angle infini- 
ment petit que deux tangentes conseceulives a 
la courbe o, font entre elles, et Z’l’angle ana- 





logue pour la courbe 0,+00;; soit.J l’angle que | 
[ont entre elles les deux tangentes aux courbes Er ar 
o et 040g aux points A et B, soit J' l’angle ! 
des deux tangentes aux m&@mes courbes aux A7 (0+0g) 
points €’ et D. Convenons d’employer les W | 
caraclerisliques ©,, ©,, pour exprimer les 

variations parlielles par rapporl ä o et g,, et la caracteristique Ö pour ex- 








primer la variation totale par rapport ä ces deux parametres. Si l’on remarque 
que la somme des angles du quadrilatere A/BJ vaut quatre angles droits 


l’on aura: 
J—-I= (0--0,0) 0 — 0,6, 


on trouvera de m&me pour la courbe 9, +00, 
! Pan. n n re n2 
"1 — 8,004 8,0) — 8,04 6,0. 
Si nous retranchons la premiere &quation de la seconde, nous trouverons 
l’equation suivante: 


(.) S-)—- (I-D— d’o dJ dI 


dode FT ar ri 2 


Si nous faisons le m&me calcul par rapport aux courbes o et e-+0g de la 
serie (0), et que nous appelions 4,, J, les quantites analogues ä Jetä J 





do do, — 


nous trouverons 








De plus dans le quadrilatere 4,J'J,J les quatre angles satisfont evidemment 
a la relation J’+1L,=J-+4J,on ade möme J+1=J,+T, et parsuite 





d) dl, 
(d.) do, do, —— 7 al, 
wu 
(d.) 0 8 ur "an 
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362 Aoust, coordonnees curvilignes yenerales. 


Si l’on a egard ä ces deux relations, les deux precedentes deviennent: 





dl, dl de d’o 
(P.) ”+ Ft = dodo, 3 do, ; 
a dJ dJ d’o 
(P.) 0% un = — 2 dodo,. 


or, Yon reconnait que la premiere de ces &quations ne differe pas de 
l’equation (17.)'; la seconde donne sur les angles J, J, un Iheoreme analogue 
ä celui qui a et@ etabli sur les angles 4, J,. 


vil. 


Nous allons developper quelques consequences de l’equation (17.)'. 
Celte &qualion fournit un caraclere fondamental propre a chaque systeme de 


coordonnees. 
Si l’angle sous lequel se coupent les courbes coordonnees est droit, l’on a: 


di, , di 


do F do, = ” 





dont M. Lame a demontr& l’existence pour un systeme orthogonal; mais 
l’equation (17.)’ montre de plus que celle relation a encore lieu si l’angle des 
coordonnees est constant, ou bien egal a la somme de deux fonctions dont 
chacune ne dependrait que d’un seul parametre g, @,. Il y a done une in- 
finite de systemes de courbes coordonnees se coupant sous un angle constant, 
ou bien, sous un angle variable, pour lesquels est nulle la somme des variations 
des angles de conlingence par rapport aux parametres correspondants. Le 
caractere commun ä tous ces systemes est donne par l’equation aux differences 


—0 dont l’integrale est = y(@)-+-w(g,). 





d’o 
partielles 

dodo, 
Si l’on veut caracteriser les systemes des courbes coordonn&es pour 


lesquels la somme des var!ations des angles de contingence par rapport aux 
2 


parametres correspondants est constante, il faudra poser u etant 


une constante. L’integration de cette Equation aux differences partielles fournira 
pour 6 la valeur 


0 = apıı+Yle)+ Ye). 


Generalement, si le systeme des courbes coordonnees est donne, 
l’equation (17.)' fera connaitre la loi que suit la somme des variations des 
angles de conlingence des courbes par rapport aux paramelres correspondants, 
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il suffira de calculer en fonction de o, o,. Re£ciproquement, lorsqu’on 


2 


do do, 
des variations des angles de contingence, l’on pourra calculer # en fonction 





?0 
do do, 
en fonclion de 0, o,., c’est A dire, la loi qui regit la somme 





connaitra 


de 0, ©: 
Vai. 


Nous nous proposons de calculer les variations des angles de contingence 


par rapport aux parametres correspondants. 
1 


Nous avons deja trouve ä la fin du n.V 2 = ——. Si nous 
’ yhsinO 


prenons la derivee des deux membres par rapport a 0,. et que nous ayons 


egard aux Equalions (5.), nous trouverons: 


di do do, 2 en (- Ar dh cotg 0 dO 


do, ur de de, hyd, r do 











Aus: u Ih 
Eliminons du second membre la derivee 7, au moyen des equations trouvees 
0, 

, 


j \ d 
a la fin du n’. IV, et faisons le meme calcul sur 7, ; nous trouverons: 
oO 


a __ do_do, | d E- -)- ur, SR ER en Fr cos sd), 











(18.) vn de de, !do, \y en ysinO \ do 
”. di, __ do do, = do 10 
= do do, ! do ( 7 Y, av - ee 0) Tr Y 5 (de do rag 0); 


On peut meltre ces deux variations sous une autre forme qu’il est utile de 
connailre. Introduisons dans les formules (18.) les deux auxiliaires /, /, par 


la condition que l’on ait: 
1 1 do 1 1 dd 


(19.) FE Far "TE FREE 


Si nous &liminons de la premiere @quation (18.) les rayons de courbure y, y, 


au moyen de ces dernieres relations, nous trouverons 
do d’o 


nt za 


do, do do, 
2 . I. 
Or, si Fon remarque que l’on a: Fr Tr 











l’on aura par la differen- 


tiation par rapport a 0, en ayant Eegard aux &quations (9.), ainsi qu’aux 
dernieres @equations du n°. IV 
d’O0 _ d’O do de, dh, 4 9.10 do 


dodo, _ dode, do do, \h.do | ET 70 / do, ’ 
47 # 
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on deduit dela, en introduisant les auxiliaires ? et /,, l’expression suivante 


; nr Fr j : ü do 
que l’on peut @crire de deux manieres, suivant que l’on sera parti de = 

do 
ou bien de on 

d?’6 E60 da da, do ri 1 ...dO 

EEE BERG Ze (Tr ;..0080) 


Si l’on porte la seconde des deux valeurs que nous venons d’obtenir pour 


d?o s ’ ’ di 
dans l’expression pr&ecedente de —— on trouvera: 


do do, do, 
di do dog‘ d Ä ).,..80 
\ do, de de, Ude, 7 sin 0) T sind, cos — „) Tode,” 
(18.)' on trouverait de mäme: 
| ai do do, | d # d’o 
Tania sin 0) 4 „sin (7.008 0 ke )- Er 


IX. 


Donnons maintenant l’interpretation geometrique des auxiliaires # et /, 
que nous avons introduiles dans le numero precedent. 

Considerons la courbe 9, coupee par les deux courbes infiniment voi- 
sines 0, 0-00, ainsi que les deux langentes menees a ces deux courbes aux 
deux points d’intersection. La distance entre le point de rencontre des deux 
tangentes el le point de contact est appele ruyon oblique de courbure de 
la courbe o, parcequ’il se confond avec le rayon de courbure de la courbe o, 
lorsque les courbes de la serie (e) coupent orthogonalement les courbes de 
la serie (o0,). Le point de rencontre de deux tangentes conseculives deecrit 
une courbe lorsque l’on fait varier g d’une maniere continue. Üelte courbe 
est la developpee oblique de la courbe o,. L’angle des deux langentes in- 
finiment voisines est l’angle de contingence de cette developpee oblique, nous 
’appelons angle de contingence oblique de la conrbe o,. 

Cela pose, il est aise de voir que £, f, sont les deux rayons de cour- 
bure oblique des courbes o,, 0. En effet, reprenons l’expression que nous 
avons trouvee au commencement du n’. VI, et soit z le rayon de courbure 
oblique de la courbe g,, nous avons 


J—-I— 0,9, "TORE... A De Pie WR. A 
\ / T ? do 
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Substituons les valeurs de 7, J, 0,6 dans la premiere equation, l’on !rouve: 


0.4 1 
— sın d — _ - do 
T Y do 


On voit que 7 est identique avec l’auxiliaire 2 pourvu que l’are o soit compte 
en sens contraire. 

Il est bon de remarquer que l’equation J= I--0,6 donnera les 
variations de l’angle de contingence oblique au moyen de la varialion de 
l’angle de contingence que nous avons calcul&e dans le numero precedent,. el 
de la double variation de l’angle #; on doit done regarder comme connues 
les variations des angles de contingence oblique par rapport aux paramelres 


correspondanls. 


x. 

Les relations que nous avons etablies dans le n”. VI sur les varialions 
des angles de contingence des courbes coordonnees donnent des theoremes non 
moins importants sur les courbures de ces courbes, nous allons demontrer 
ces divers Iheoremes dans les deux numeros suivants. 

Portons les valeurs des variations des angles de contingence donnees 
par les an en: dans l’equation Si nous obtenons 


| m 2cos0) , dO A l 
4 | ee ein en a 
E do T Fr -( )\ sin ig 22 ) 7 do (- y Y, .. )) 
do (A 1 d’0 do do, .. 
do, 5 FE dode, do do, sind. 





BD EEE u 
Soit G la resultante des courbures Erz d’apres la regle de la composition 
P4 


1 
des forces. 4 et 4, les angles de celle resultante avec les rayons y, 7, 
l’equation precedente s’Ecrira: 
dO 


15) + )sino— + 5 (c0sı - FERN 2) 


d’O do do, . 
 dede, do do, ind, 


(20.)' 





Si le systeme des coordonnees est orthogonal, les variations de l’angle 9 sont 
nulles, et le cosinus de cet angle est aussi nul; par suite l’öquation precedente 


Et - (5 )- = = — 0), 


ce qui est le theoreme de M. Lame sur a variations des courbures des 


courbes coordonne&es. 


devient: 


a 2 05” > Zu 
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Si Fangle du systeme des coordonnees est constant, les variations de 
cet angle sont nulles, et la formule (20.) devient: 


I (-- Ohr do, ( | sind — | + u 0, 


dela on deduit ce theoreme: „Le rapport de la somme des variations des 
courbures des courbes coordonnees suivant les arcs reciproques au carre de 
la resultante des courbures est egal au rapport de l’unite au sinus de l’angle des 
courbes coordonnees, lorsque ces courbes se coupent sous un angle constant”. 


Le m&me theoreme n’a plus lieu lorsque l’angle # est donne par la 
formule d9= gp(e)-+ w(e,), voyez n’. VIl. Dans ce cas l’on a: 


| Udo (+ % do, d | sin sin 0— +2 (c0sa + cos2, 7) = — 0. 


xE. 


Les theoremes que nous avons e&tablis dans le n°. VI sur les variations 
des angles de conlingence oblique donnent aussi naissance a des theoremes 
correspondants sur les variations des courbures obliques des courbes coordonnees, 
comme nous allons le montrer. 





di u ) : 
de % tir6es des @quations (18.)’ dans 


1 
l’equation (17.)', Pon aura la relation: 


Si l’on porte les valeurs de 






d’o do do, 
dode, do do, 

















d /sinO\ , d /sin® 1 - 2cos0) . 
)+ Te Is 


& doe\ 1, PIRUE 





(21.) 9 





de h ; 1 1 
Si l’on represente par la resultante des courbures obliques — zo, on 
1 


3 
T i ’ 


pourra &erire l’equation precedente sous la forme 
en dö d?0 dede, A _ 
2. ie a mte er et tat ee sind 


Si l’angle # est constant l’on aura: 


da y1 d y1 1 
ae Arm ya 
de laquelle on deduit le theoreme suivant. „Le rapport des variations des 


courbures obliques des courbes coordonnees suivant leurs arcs reciproques 
au carr& de la resultante de ces courbures est l’unite.” 
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Si l’on ajoute l’equation (20.)' a l’&quation (21.) l’on trouvera: 

d /1 dyi1 | " sind sind si 1 I. 2 
Bl A A R — — — — sın 0 
te sind +, do (& +2 ) nd m: 9% 

1 ’ „ do 
+ 5 (eosa + 0054.) == 0, 


ll est aise de voir que les &quations (21.) sont la traduction analylique du 
theoreme de geometrie donne par la seconde des &@quations (/.) du n’. VI, 
et que l’equation (22.) est la traduction analytique du I!heoreme de geomelrie 
qui serait donne par l’equation resultant de l’addition des equations (P.) et (P.): 





(22.) 


„La somme des variations des angles de contingence des courbes coor- 
donnees suivant leurs parametres correspondants, ei des varialions des angles 
de contingence oblique des memes courbes suivant les m&mes paramelres 


est nulle.” 


xu 


Il nous reste ä appliquer les formules que nous avons trouvees ä 


quelques exemples. 
Pour premier exemple prenons pour courbes coordonnees une serie de 
cercles concentriques, et une serie de droites paralleles 


2H4y-=0, 27-00, 








L’on a: 
1 1 1 
DEE 1 oe’ Au 1, a, == 1, =; 
1 
I... Se Me EHER. „AR d’6 dd, 1 
Au "um een „1 ee 


2 ()= sin, 2 (z)=0. 
Si Fon porte ces valeurs dans l’equation (20.) on trouve une identite 
sin?d 1 1 , cos?’d 1 
ek a se A 
Prenons pour second exemple une serie de cercles concentriques, et une 
serie de cercles tangents entre eux en un point fixe qui serait le centre des 


cercles de la premiere serie. Les equations de ces cercles en coordonnees 








polaires r et w sont: 


r—o—=l(, oo. 
1 


ELTERN" 
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L’on a 
A sind RER 
er RT 
8 A ee 
A ae a EEK 7. a wu 
DIR, 1 di .; d?o 1 cos’d 
—— —$6 b —— —Sı end GE — — — en —: 
do, (zsin ) zueind, kö sin 0) NT ten 


Si l’on porte ces valeurs dans l’equation (21.) dans laquelle les arcs doivent 
ötre comptes en sens inverse l’on aura: 





sind 2sinO  cos0 , 4 4cosO sind cos’0 0 
ge Ten T Es ind rind 


% 


or, si P’on reduit tous les termes au m&öme denominateur le premier membre 


devient nul. 
Marseille. 4 octobre 1860. 
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Bemerkung zu der Abhandlung Seite 80 dieses 
Bandes über die Integration der partiellen 
RE 


-)]=- 5 1- () } 


= Herrn R. Base.) 


1-+ 














In der obengenannten Abhandlung wird die vorliegende partielle 
Differentialgleichung auf eine andere zurückgeführt, die in einer allgemeineren 
von Poisson behandelten und integrirten Form enthalten ist. nämlich in der 


folgenden: 


? vr 2 v7 
we Er kr 4 er 


d 





wo m—:°— ! und 2 eine ganze Zahl ist, eine EIER von welcher Herr 
Fuchs den besonderen Fall »—= 1 gebraucht. Porsson behandelt im Journal 
de l’ecole polytechnique. cahier 19. die Gleichung (26.) allgemein. ohne die 
Einschränkung zu machen, dafs ? eine ganze Zahl sei. Der Fall, wo 2 eine 
ganze Zahl ist, bildet sogar bei ihm einen Ausnahmefall, und es trifft der 
eigenthümliche Umstand ein, dafs, während seine allgemeinen Resultate richtig 
sind. das für den Ausnahmefall gegebene Resultat durch Rechnungsfehler ent- 
stellt ist. Da es nun gerade das auf diesen Ausnahmefall bezügliche fehler- 
hafte Porssonsche Resultat ist, welches Herr Fuchs in seiner Gleichung (28.) 
eitirt und wovon er in Gleichung (30.) den besonderen Fall 2—= I angewendet 
hat, so benutze ich diese Gelegenheit. um auf den Porssonschen Rechnungs- 
fehler aufmerksam zu machen, und zugleich das richtige Resultat mitzutheilen. 
Der wesentliche Fehler des Porssonschen Resultates besteht in der Be- 
stimmung der mit g' bezeichneten Function, das mit — g’sin”4 verbundene 


Glied < muls durch ein logarithmisches Glied ersetzt werden. Ueberdies hat 


die von Porsson verlangte Bestimmung der Constante ec’ (s. die beiden letzten 
Gleichungen (29.) in der Abhandlung des Herrn Fuchs) keine Bedeutung, da 
diese Constante vielmehr willkürlich bleibt und mit der in (28.) vorkommenden 
willkürlichen Function 9 verschmilzt. Endlich darf man nicht vergessen, dafs 


die von Porsson angewandte und von Herrn Fuchs beibehaltene Bezeichnung 
Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 4. 48 
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w nicht nach dem gewöhnlichen Gebrauch die erste, sondern die 22" Ab- 
leitung von w vorstellt, so dafs in der Gleichung (30.) des Herrn Fuchs, 
wo 21 gesetzt ist, ’ dasjenige bedeutet, was man mit %" zu bezeich- 
nen pflegt. 

Um das wahre Integral der oben angeführten partiellen Differential- 
gleichung P=-0 zu erhalten, setze ich unter Beibehaltung des im Poisson- 
schen Resultate Richtigen in dieselbe zunächst den Werth ein: 


V— 2 (tcosA-+ av) {logt-+ Q} sin” A. da, 
0 


wo @ eine noch zu bestimmende Function von 4 bedeutet, dann erhält man 
nach zwei theilweisen Integrationen: 


$ = p (+ av)2if "sin’2ör 


0 


Bi ” / - 00 4 na Ag ne 
+ #' y p (lcosA- av) (7 —2 cotA )sin? AH — sinaf sin’ 202] Oh. 


() TE 


Um das Integral verschwinden zu machen, hat man, wenn der Kürze wegen 


I sin” A 04, b=f sin hy BE. he 
en EEE 


geselzt wird, Q durch die Gleichung 





e 






















00 j 
Be 2 coli — 2 


zu bestimmen, woraus 


0 = 2logsinA + 2% na + const. 
folgt. und es bleibt dann 





DB — ENDE av) 


übrig, welchem auch andrerseits die folgende Reihensumme: 


n=—1 
V— ti $ A, ve) (t-- av) 


n=Ü 

für y!=w“”)t und für gehörig bestimmte Werthe der Coefficienten A genügt. 

Die beiden gefundenen Ausdrücke V von einander abgezogen geben 

eine Lösung V der partiellen Differentialgleichung ®=0. In dieser Lösung 

kommt die in @ enthaltene willkürliche Constante vor. Subtrahirt man zwei 

Werthe dieser Lösung, die sich nur durch die Werthe der willkürlichen Con- 
stanten unterscheiden, so ergiebt sich als Particularlösung 
vo "p(kcosA-+ av)sin®A 0A, 


0 
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wo g willkürlich und unabhängig von der Function w ist, während der von 
der willkürlichen Constanten unabhängige Theil eine zweite Particularlösung 
lieferi. Alles vereinigt giebt als vollständiges Integral der Gleichung (26.): 


f dr R R N j 
j i+} / | | .nQ2D97 u"; N 3.2.91 1 ar / 909% PEN 
Vv=! f [y(teos ,--av) + w”(tcosi- av)(log(fsin 1)- afisr |sin®4 04 
e n=t—l 


HE Ar"yr(tav), 


BE > | 


wo 
A = N)... +1).1.2..(i—n —1) . 
TE NEIRN (1, —3)...(2n - il) ) 
und 
1.3... —1 
ha 77 Ta, Ep 


zu selzen ist. 
Ich gehe nun zu der von Herrn Fuchs bewerkstelligten Zurückführung 


der vorliegenden Differentialgleichung auf die Poossonsche über. Herr Fuchs 
braucht dazu vier auf einander folgende Transformationen,. von denen jedoch 
die drei letzten sich zu einer einzigen sehr einfachen zusammensetzen. Die 
ganze Zurückführung nimmt hierdurch folgende Gestalt an: 

Die gegebene Gleichung 


A ER PM _ a en 2 
[+] = &lı4)] 
or” ' \dy oy” OR 


P= 














. 


seht. indem man 
02 0 
or ‚ u Fe oy 








als unabhängige Variable und 
erlken LP A Bader 

als gesuchte Function einführt, über in 

2 0°’w 

1+P) Fr 


2 5 
de 19) og? . 





Die neue Substitution 





= yl4pPyiIzg, v=»y 
verwandelt diese Gleichung in folgende: 
0° o’w 


1 
7 De u E 


0W 


ot 


deren vollständige Lösung ist: 
= / "[p(teosı +») +" (tcosA + v)(log (tsin’A) + (7 — A) cotA)]sin’A 04 
— ty (+0) 4 w(t+o) 


Die Gleichung der Flächen, welche durch die gegebene partielle Differential- 
48 * 
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gleichung characterisirt sind, entspringt demnach aus der Elimination von £ und 
» zwischen den drei Gleichungen: 


| 0w 1017) 
ui EEE ar ie a a 





















































wo 

Pe Te ie 

= ya yobrl, 
5 [442 6 Fe EFT Non: 2 zu. 
ge = [1420,84 2] [a- 2030 _ 3ejy=GED 











zu setzen ist. 


In Betreif der speciellen Auflösung, welche Herr Fuchs auf die Dif- 
ferentialgleichung 
TEN .; EUR 
1+.r? 
zurückführt, deren Integral er in Reihen nach Potenzen von .c entwickelt, ist 
zu bemerken, dafs diese Differentialgleichung als besonderer Fall in der be- 
kannten Differentialgleichung 
21 0)y" +7 (+ HN DIy—apy — 0 
der hypergeometrischen Reihe F'(e, 5, y, x) (nach der @aufsschen Bezeich- 
nung) enthalten ist, unter deren Particularlösungen (Kummer, über die 
hypergeometrische Reihe, Bd. 15, S. 52 dieses Journals No. 3 und 7) sich auch 
die beiden folgenden: 
27 F(@a—y+1,P-y+1,2—y,2), 
d-ayPRly-ay—Br—a—ßH+,1— 2) 
befinden. In dem besonderen Falle: 
P — —o—l1., = 0 
hat man also für die Differentialgleichung: 
e(1—z)y" e(e+1)y = 0 
die beiden Particularlösungen: 
zF(a+1,— 0,2, x), 
1—.ı) F(—oa,a+1,2,1—x) 

oder, indem man für die Reihe Fe, P,y,x) = F(Pf,o,y,.) das ihr pro- 


Y 
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portionale Integral / duw-'1—u)r1—zu)- einführt, die beiden Parti- 
0 
cularlösungen, welche aus dem Integral 
„ff. u En 
&f du 1 &u)| 


für <=x und 5=1-— x hervorgehen. Indem man nun 


1+zy—1 


ı = D) 








1— 2 Pa g° Be 
" = -149% 


setzi, so dals 1— 2 — 5 .„ z(l1—x u 7: wird, und 





dann wieder x für z schreibt, giebt das obige Integral zwei Particularlösungen 


der Differentialgleichung 











d’y ' Y 
7 ee > 
i E 1 Yy—1 u 1— ıy—i 
wenn man in demselben & = ed und = A setzt. 


Bestimmt man « aus der Gleichung &(@-+1)==e, und sind A, A,y—1 
der reelle und imaginäre Theil des Integrals 


4 y1- ITS a), 


so ist also 








y=(CXA-+UA, 
wo C, C, willkürliche Constanten sind, das vollständige Integral der Dif- 


ferentialgleichung 

ER 

" 7 en 5 
des Herrn Fuchs. Für ein reelles « ist es zur Gültigkeit des hier gegebenen 
bestimmten Integrals nothwendig. dafs der numerische Werth von « kleiner 
als 1 ist. Aber auch für andere Werthe von « wird die in Rede stehende 
Differentialgleichung durch bestimmte Integrale integrirt (s. Jacobi, zur hyper- 
geometrischen Reihe, Bd. 58, S. 149 dieses Journals). 


Berlin, den 22°” September 1860. 
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Ueber die Umhüllungslinie der Pollinien einer Curve 
und deren inverse Linie. 
(Von Herrn R. Hope.) 


Di. Beziehungen zwischen der in Rede stehenden Linie und ihrer 
Ureurve zeigen einige Aehnlichkeit mit denen zwischen der Evolvente und 
Evolute. Wie die Darstellung der Evolute in Elementen der Evolvente durch 
die Torsion der letztern vermittelt wird, so dient hier die Krümmung zum 
gleichen Zwecke. Ich nenne deshalb die Umhüllungslinie der Pollinien einer 
Curve die Inrolwente der letztern, und jede Curve, deren Involvente eine 
andere Curve ist, eine Jnvolute derselben. Die Darstellung der Involute in 
Elementen der Involvente ist der Inhalt des Folgenden. 


Für einige häufig vorkommende Gröfsen sei es mir in Ermangelung 
' e 1 
gehräuchlicher Namen gestaltet, hier die folgenden zu wählen. Ist RZ 


die Krümmung, 9 die Torsion einer Curve. so heifse 
ee) 


frafs 
= ![ros = I —., 
P 


d. i. das Integral des Contingenzwinkels der Tangenten, der Krümmungs- 


+ = SF OS, 


d. i. das Integral des Contingenzwinkels der OÖsculationsebenen, der Torsions- 


unnkel ; 


winkel: 


ET. gl 
er 


das Arümmungsverhältnifs; und 4 zwischen —4n und 47: genommen die 
Krümmungsbreite. 

Es sei nun (x,y,%) ein Punkt der Involute, (z,,y,,2,) der entsprechende 
der Involvente; ebenso mag der Index 1 bei andern Buchstaben ausdrücken, 
dafs sie sich auf die Involvente beziehen. Ferner seien /, m, n die Cosinus 
der Richtungswinkel der Pollinie. Die Accente bezeichnen die Differential- 
quotienten nach dem jedesmal zugehörigen Curvenbogen. Dann sind die Glei- 
chungen der Pollinie der Involute: 


yı=y+oy'’ um 23=2z+to’:'"+un, 


Br — L + e’x" = ul, 
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wo u das Stück der Pollinie vom Krümmungsmittelpunkt bis zum Punkt (.£,.y,.2; 
ausdrückt. Läfst man s bei constanten ,, yı, 2%, in s-+-Ös übergehen. so 
geht # über in 
un — ös, 
und man erhält durch Differentiation der Gleichungen: 
0 = 002" 4 091 up9r" +? en; 


nebst zwei analogen Gleichungen. Die Quadraisumme aller drei giebt: 


woraus 
00 


we > 5, 


08, __ gr du L 28% 
As air Tue Au 72 


Nach Einführung des Werthes von % in die Gleichungen der Pollinie gehen 
diese in die der Involvente über, nämlich: 
| 


oo 
1 


i . ' 6 2 .n 6) | 2 S 
nat Neyter Hm H—rtor" +2 


Differentiirt geben sie: 
/ os, ’ 0°0 os 
I, —— = l — Il =l— 
nebst zwei analogen Gleichungen, woraus: 
ii) >14 yam din. 
Nacn üöchmaliger Differentiation erhält man: 


, 08 ’ 
2) = —eo97", etc. 


und als Quadratsumme der drei Gröfsen: 
1 Os, s ») 
—— | —— ae v 
- = ai 





woraus 
O8, 0’ 
G) 9g= 77 + Er\ 
oder auch 
De nn De 
0, 


Läfst man die Gröfsen s, z, 9, sı, T,,. 9,, deren jede eine willkürliche Con- 


stante enthält, gleichzeitig verschwinden, so ist 
(4.) 3 = Tı» 


a er er un 20 2 Ba 


er 
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Ferner ergiebt sich durch Multiplication der Gleichungen (2.), (3.): 
5.) pn =—er”, oy=—oy), a =—p?), 
woraus wiederum in Verbindung mit den Gleichungen (1.) hervorgeht: 
Weolya -ayı)=e(ly'n—z"n)=r 
und nach Analogie: 


I, —— x, nn; —— Y, n, = z', 


Dies wiederum differentiirt giebt: 


08 , 
— 9,4 = — re", etc. 
oder in Folge der Gleichungen (9.): 
en Os . 
| 04, — eo — oT, 
m, wm $, 


Dies in Verbindung mit Gleichung (4.) giebt: 


0 __ 9 


=» oder tgi,tgi—=1. 


woraus: 
th = 4n. 
Die einzige noch fehlende Relation liefert die Integration der Glei- 
"> nach Substitulion von 7, für 9% lautet: 


“ 






und das Integral hat: 


0 = sine, ös,cost, — cos1,fös, sin7,. 


woraus durch Differentiation: 


: A. OR ER Ya 

wir“ cost, /0s,c0sT, + sinz, f Os,sinz,. 

Nach Substitution der gefundenen Werthe in die Gleichungen der Involvent: 
erhält man: 


.e=na+07: u: sin 1) 


Go> \ N (3 y., COST, leinr [Rs einT \ 
\ ’ au f : 
N , 








nebst zwei analogen Gleichungen, welche zusaiiiei die wu voluie in Bien. 
der Involvente darstellen. 
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In den Beziehungen zwischen beiden Curven zeigt sich eine bemerkens- 
werthe Reeiprocität. Die Hauptnormalen sind einander parallel. die Richtungen 
der Tangenten und Pollinien hingegen verlauscht. Als natürliche Folge davon 
sind dann auch Krümmungswinkel und Torsionswinkel vertauscht. und die 
Krümmungsbreiten gegenseilige Gomplemente. 

Da bekanntlich alle parallelen Curven eine gemeinsame Pollinie haben, 
so haben sie offenbar auch eine gemeinsame Involvente. Es ist auch ersichtlich, 
dafs umgekehrt alle Involuten derselben Curve einander parallel sind; denn 
da mit der Pollinie auch der laufende Punkt der Involvente auf der Normal- 
ebene jeder Involute liegt, so ist diese Normalebene allen gemein. In der 
That gehen auch die Gleichungen einer Parallele ganz einfach aus denen der 
Involute hervor. Zwei Involuten derselben Curve unterscheiden sich nur durch 
die in den beiden Integralen enthaltenen Constanten. Subtrahirt man also die 
entsprechenden Coordinaten beider, die mit x, y, 2, 4a, Ya, 3 bezeichnel 
sein mögen, so kommt: 


2% —= 740,7, asin(r, + ec) — x2,acos(T,+ ce). 





Setzt man für 0,2,, X, 7, ihre Werthe —ox”, l, 9, so hat man die Glei- 
chung der Parallele. 
Berlin, den 8'% September 1860. 
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Ueber Modulargleichungen der elliptischen Funcetio- 
nen, Auszug aus einem Schreiben an Herrn 


L. Kronecker. 


(Von Herrn H. Schröter zu Breslau.) 





.. . Ihre Entwickelung des Cubus von O(K)*) gab mir neulich Ver- 
anlassung, aus der im $.2 meiner Dissertation **) aufgestellten Formel (5.) 
für den speciellen Fall = 3 einige Folgerungen zu ziehen, welche schliefs- 
lich auf die von Jacobi im 21°" Bande dieses Journals pag. i8 gegebene 


Gleichung 


(12er P — F(—1) (20 +1) 2er 
führten. Indem ich diese benutzte, um die Modulargleichungen für die Trans- 
formation der Ordnungen (3.2”"—1) in ähnlicher Weise zu bilden, wie ich 


es in meiner Dissertation für die Ordnungen (2”—1) gethan, habe ich für 
die 5', 11'° und 23° Ordnung die folgenden irrationalen Formen der Glei- 
chungen erhalten, welche meine früheren Ergebnisse an Einfachheit übertreffen: 


5° Ordnung 
yk—yi. = yAkı.ykr, 
11“ Ordnung 
Yha+ykW+2y4hık = 1, 
23°“ Ordnung 
yYRatyha — yYhak'W L2yAkahı — yALRLLEN), 

Für die 5° Ordnung hat Jacobi schon (Fundamenta pag. 69) die Gleichung 
in obiger Gestalt angegeben. Für die 11' Ordnung konnte ich die Modular- 


gleichung in rationaler Form aus der obigen irrationalen ohne grofse Rech- 
nung herstellen und erhielt so: 





*) Bd. 57, S. 253 dieses Journals. 
**) „De aequationibus modularibus” Dissertatio inauguralis. Regiomonti Pr. 1854. 

















In 
u re Be © 3, An % 
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[u — v! + 2uww(1— wo’)? + 16ur (1 — u’v?) (u — vr)’ — 2 (1-4 wo”) 
+ 3280 (W — vH) A Wo) HS) — 0, 
wo yk — u, ya = v gesetzt ist. 
Unter den Modulargleichungen der Ordnungen (2"—1) ist es besonders 
die für die 31“, welche ich neuerdings in einer einfacheren irrationalen 
Gestalt habe darstellen können. Ich fand für dieselbe 





14 yhat yRU— ha — YRR —yYhık® — yalLkaLEN), 
eine Gleichung, welche vor den beiden in meiner Dissertation enthaltenen 
Formen den Vorzug verdient. 

Breslau, den 18'" April 1860. 




















Druckfehlerverzeichnifs. 








Band 57. 


S, 185 In der Determinante 7 sind in den mit » und »-+-1 bezeichneten Horizontalreihen 
5 und db. um eine Stelle nach rechts zu rücken, so dafs 5. an die Stelle der 
dort stehenden Nullen tritt. Ferner sind in der mit m--n—1 bezeichneten Hori- 
zontlalreihe d,, 5, um zwei Stellen nach links zu rücken. 

S. 336 Z. 12 v. o. statt sämmtlich mit der 0‘ lies bezüglich mit der Ot”, Oten, ten Potenz. 


Band 58. 


Ss. 133 2.3 v. o. statt vo = f(m, n) lies mtv = f(m; n). 
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